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Stabilité des astéroïdes multiples
par Audrey Compère
Résumé : Les systèmes multiples, composés de plusieurs astéroïdes en rotation
autour de leur centre de masse commun, sont nombreux dans le système solaire
mais encore méconnus. Ils peuvent être très diérents les uns des autres, dû à
leur situation, à la forme des corps ou encore à leurs rotations. Dans cette thèse,
nous réalisons plusieurs études sur le sujet en considérant deux catégories de
systèmes multiples : les satellites d'astéroïdes et les astéroïdes doubles. Dans la
première partie, nous détectons les résonances gravitationnelles entre un ellip-
soïde en rotation constante et une masse ponctuelle. Nous déterminons ensuite
les résonances principales entourant le système triple (87) Sylvia et les autres
systèmes triples connus. L'évolution de ces systèmes par les eets de marée et
de BYORP est analysée par la suite. Dans la seconde partie, nous cherchons à
comprendre la raison du petit nombre d'astéroïdes binaires parmi les Plutinos.
Enn, nous montrons l'adéquation du formalisme des tenseurs symétriques sans
trace pour l'expression du potentiel d'interaction et nous testons nos résultats
sur le système double (66391) 1999 KW4.
Stability of multiple systems
by Audrey Compère
Abstract : Multiple systems, composed of several asteroids rotating around
their common center of mass, are common in the solar system but misunders-
tood. These systems can be very dierent from each other due to their location,
the shape of the bodies or their rotations. In this thesis, we carry out several
studies on the subject by considering two types of multiple systems : satellites
of asteroids and double asteroids. In the rst part, we detect gravitational re-
sonances between an ellipsoid in constant rotation and a point mass. Next, we
determine the main resonances surrounding the triple system (87) Sylvia and
other triple systems known. The evolution of these systems by tidal eects and
BYORP is then analyzed. In the second part, we seek to understand the lack
of binary asteroids among Plutinos. Finally, we express the interaction poten-
tial in the symmetric trace free tensor formalism and we test it on the double
system (66391) 1999 KW4.
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Introduction
Contexte
Grâce aux techniques d'observation de plus en plus sophistiquées et aux pro-
grammes systématiques de détection, la population des astéroïdes et des petites
planètes est de mieux en mieux connue. Une des découvertes associées à ces
études est le grand nombre d'astéroïdes multiples observés dans le système so-
laire. Un astéroïde multiple, ou système astéroïdal, est un ensemble d'au moins
deux astéroïdes gravitant autour de leur centre de masse commun. Nous par-
lons d'astéroïde binaire pour un système de deux astéroïdes et d'astéroïde triple
lorsqu'ils sont trois. On retrouve ces systèmes dans toutes les populations d'as-
téroïdes, par exemple parmi les transneptuniens, les Troyens ou encore parmi
les croiseurs de la Terre.
En 1993 déjà, la sonde automatisée Galileo qui explorait le système jovien
avait photographié l'astéroïde Ida et avait révélé la présence d'une petite lune,
mesurant environ 1.5 km de diamètre, alors qu'Ida, en forme de patate, mesure
environ 58 km de long pour 22 km de large. Dactyl est la première lune jamais
découverte autour d'un astéroïde (Belton et al. 1996).
D'autres découvertes ont conrmé que les systèmes binaires n'étaient pas les
seuls systèmes multiples existants. L'astéroïde (87) Sylvia par exemple (un des
plus gros de la ceinture principale, déjà identié en 2001 comme un binaire)
s'est avéré avoir son propre "mini système planétaire" avec deux astéroïdes
évoluant autour de lui. Il s'agit du premier astéroïde triple découvert (Marchis
et al., 2005b).
À ce jour, 241 systèmes multiples sont connus (d'après la base de données en
ligne Asteroids/TNOs with Satellites : Summary Data de Wm. Robert Johns-
ton
1
) mais de nouveaux systèmes sont découverts fréquemment. Le nombre de
1. Accessible à l'adresse http://www.johnstonsarchive.net/astro/asteroidmoons.html.
1
2 Introduction
binaires pourrait d'ailleurs représenter une fraction de 15% de la population
des géocroiseurs (Margot et al. 2002 ; Pravec et al. 2006). Les systèmes triples
sont rares et seulement neuf de ces systèmes sont connus aujourd'hui dans tout
le système solaire. On ne connaît à ce jour aucun système quadruple et qu'un
seul système quintuple : Pluton-Charon et leurs satellites.
Depuis leur découverte, c'est la stabilité de tels systèmes qui intrigue les
scientiques. On les retrouve pourtant partout, malgré des zones de perturba-
tions bien diérentes. Beaucoup ont des orbites circulaires et équatoriales, mais
d'autres orbites sont franchement excentriques et inclinées. Les astéroïdes ont
souvent des formes très irrégulières qui inuencent grandement la dynamique
des systèmes multiples
2
. Un accent particulier sera mis sur ce facteur de per-
turbation dans cette thèse.
L'évolution et les mécanismes de formation de ces systèmes dépendent aussi
du rapport des masses entre le corps primaire (le corps le plus massif du sys-
tème) et les corps secondaires. Si ce rapport est très petit, comme c'est le cas du
binaire (243) Ida, le système est similaire au problème dynamique classique d'un
satellite de petite masse orbitant autour d'un corps massif non sphérique. Nous
parlerons alors de satellites d'astéroïde. Si par contre les astéroïdes composant
le système sont de tailles similaires, comme le cas de l'astéroïde géocroiseur
(66391) 1999 KW4, alors la forme et la rotation de tous les corps doivent être
pris en compte. Pour un système binaire, cela revient à étudier un problème
des deux corps rigides complet (voir par exemple Maciejewski (1995)). Nous
nommons ces astéroïdes des astéroïdes doubles.
En plus de l'étude dynamique de ces systèmes, nous pouvons aussi étudier
les eets dissipatifs qui agissent sur ces systèmes, comme les eets de marée
(Mathis et Le Poncin-Latte 2009 ; Goldreich et Sari 2009 ; Taylor et Margot
2010, 2011) et l'eet BYORP (uk et Burns 2005 ; uk et Nesvorný 2010 ;
McMahon et Scheeres 2010 ; Steinberg et Sari 2011). Ces eets, décrits dans
le chapitre 4, permettent d'étudier plus en détail l'évolution des systèmes mul-
tiples sur de longues périodes de temps.
Structure de la thèse
La thèse est divisée en trois parties : la première fournit les préliminaires, la
deuxième est consacrée à l'étude des satellites d'astéroïdes et la troisième aux
astéroïdes doubles.
Une autre base de données en ligne peut être consultée à l'adresse http://www.asu.cas.cz/
~asteroid/binastdata.htm et est décrite par Pravec et Harris (2007) et Pravec et al. (2012).
2. Les axes de rotation des astéroïdes sont cependant souvent méconnus.
3Dans la première partie, un chapitre présente diérentes formulations de la
force exercée sur un point par un corps non sphérique ainsi que la force de cou-
plage qu'exercent l'un sur l'autre des corps non sphériques de masses similaires.
Le deuxième chapitre donne quelques détails sur des outils et notions que nous
utiliserons dans la suite.
Dans la deuxième partie, nous nous intéressons d'abord au cas d'un seul sa-
tellite (chapitre 3). En approximant le corps central par un ellipsoïde, nous met-
tons en évidence les résonances gravitationnelles qui peuvent stabiliser ce genre
de système. Dans un deuxième temps, nous analysons les astéroïdes triples
constitués d'un corps primaire et de deux satellites (chapitre 4). Pour com-
mencer, nous identions les principales résonances gravitationnelles, en moyen
mouvement et séculaires entourant le système (87) Sylvia. Nous généralisons
ensuite cette étude à d'autres astéroïdes multiples du système solaire. Enn,
nous étudions l'évolution du système Sylvia et des autres systèmes triples par
des eets dissipatifs (chapitre 5). Nous prenons en compte les phénomènes de
marées et BYORP qui sont les plus pertinents pour les astéroïdes multiples.
La dernière partie, consacrée aux astéroïdes doubles, comporte deux cha-
pitres. Dans le premier, nous approximons les deux astéroïdes par des sphères
et nous essayons de comprendre un phénomène très particulier observé parmi
la population des astéroïdes doubles : le manque de binaires dans la résonance
en moyen mouvement 3 : 2 avec Neptune (chapitre 6). Nous faisons ensuite une
étude plus poussée des astéroïdes doubles en prenant en compte la forme et la
rotation de chacun des corps (chapitre 7). Nous appliquons les équations gé-
nérales du problème des deux corps complet à l'astéroïde double (66391) 1999
KW4.
Puisque nous allons étudier des systèmes très diérents, ayant chacun leurs
propres perturbations (rapport des masses, forme des corps, dissipation,...),
nous présenterons brièvement les recherches eectuées précédemment sur ces
sujets au début de chaque chapitre plutôt que dans cette introduction.
Contributions
Les résultats présentés dans cette thèse ont fait l'objet de 5 publications
dans des journaux à comité de lecture (4 articles publiés et 1 soumis) :
1. A. Compère, A. Lemaître, N. Delsate, Detection by MEGNO of the gra-
vitational resonances between a rotating ellipsoid and a point mass satel-
lite, Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy, Volume 112, Issue
1, pp.75-98, 2012.
4 Introduction
2. N. Delsate, A. Compère, NIMASTEP : a software to modelize, study,
and analyze the dynamics of various small objects orbiting specic bodies,
Astronomy & Astrophysics, Volume 540, id.A120, 12 pp., 2012.
3. J. Frouard, A. Compère, Instability zones for satellites of asteroids : The
example of the (87) Sylvia system, Icarus, Volume 220, Issue 1, p. 149-
161., 2012.
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Les articles 1 et 3 traitent de satellites d'astéroïdes et sont détaillés dans la
partie 2 de cette thèse (chapitres 3 à 5). Les articles 4 et 5 sont consacrés aux
astéroïdes doubles et leurs résultats sont décrits dans la partie 3 (chapitres 6
et 7). Enn, l'article 2 présente un logiciel utilisé tout au long de cette thèse et
introduit brièvement dans le chapitre 2.
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Chapitre 1
Le potentiel gravitationnel dû à la
non-uniformité d'un corps
Les astéroïdes ont en général des formes très irrégulières. Il est donc im-
portant de considérer cette non-sphéricité dans les équations du mouvement
que nous utilisons pour étudier les systèmes d'astéroïdes. Bien évidemment,
il n'existe pas qu'une seule façon de prendre en compte cet eet. Les outils
utilisés sont nombreux et un astéroïde peut être modélisé de toutes sortes de
façons. Par exemple, il peut être approximé par un géoïde (comme pour la
Terre), par un ellipsoïde, par un polyhèdre régulier ou même par des segments
de droites en rotation (voir par exemple Duboshin (1959), Elipe et Lara (2006)
et Bartczak et Breiter (2003)). Dans ce chapitre, nous présentons les formu-
lations du potentiel gravitationnel que nous allons utiliser dans la suite de ce
manuscrit. D'autres formulations dont nous ne parlerons pas ici auraient aussi
pu être utilisées comme les harmoniques ellipsoïdales (voir Mac Millan (1958);
Garmier et al. (2001)), le potentiel polyhédral de Werner (1994) ou encore le
formalisme de Boué et Laskar (2009). Une comparaison de diérents modèles
est présentée dans Rossi et al. (1999).
Selon la loi de gravitation universelle de Newton, la force d'attraction entre
deux particules de masses m1 et m2 s'écrit :
~F = −Gm1m2
r3
~r,
où G est la constante gravitationnelle, ~r est le vecteur joignant les deux corps
et r est la norme de ce vecteur. Nous allons considérer deux cas : soit un corps
est beaucoup plus massif que l'autre, soit les deux corps ont des masses du
même ordre de grandeur.
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Lorsqu'on suppose que l'un des deux corps est beaucoup plus massif que
l'autre, on considère en première approximation que le corps le plus massif (de
masseM) est sphérique et de densité uniforme. Le deuxième corps est considéré
comme une particule de masse négligeable par rapport à M . En centrant le
repère sur le corps massif, la force s'écrit alors :
~F = −GM
r3
~r.
Cette force correspond à l'opposé du gradient du potentiel scalaire
U(~r) = −GM
r
. (1.1)
Cependant, si le corps central n'est pas une sphère ou n'est pas de densité
uniforme, le potentiel est généralisé en considérant la somme des contributions
de chaque élément de masse constituant le corps :
U(~r) = −G lim
∆V→0
∑
∆V
ρ(~rp)∆V
||~r − ~rp|| .
où V est le volume du corps central, ~rp (de norme rp) est la position de l'élément
de volume ∆V par rapport au centre de masse du corps central et ρ(~rp) est
la densité de masse au point ~rp. On l'écrit aussi (Montenbruck et Eberhard,
2000) :
U(~r) = −G
∫∫∫
V
ρ(~rp)
||~r − ~rp||dV, (1.2)
avec dV un élément de volume innitésimal.
Cette intégrale est approximée de plusieurs façons. Nous en présentons
trois : les harmoniques sphériques (section 1.1), le potentiel intégral (section
1.2) et le potentiel dans le formalisme des tenseurs symétriques sans trace (sec-
tion 1.3).
Lorsque les deux corps sont de masses équivalentes, les hypothèses changent.
Considérons que les deux corps ne sont pas des sphères ou ne sont pas de densité
de masse uniforme. Le potentiel d'interaction gravitationnelle mutuelle de deux
corps B1 et B2 s'écrit alors, selon Hartmann et al. (1994) :
U12 =
∫∫∫
M1
UB2(~r12) dM1, (1.3)
où ~r12 est le vecteur joignant B1 à B2, M1 est la masse du corps B1, dM1 est un
élément de masse innitésimal et le potentiel UB2 est le potentiel (1.2) agissant
sur le corps B2.
Dans ce chapitre, nous développerons le potentiel (1.3) à l'aide des tenseurs
symétriques sans trace (section 1.4).
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1.1 Les harmoniques sphériques
La façon la plus classique d'approximer le potentiel (1.2) est d'utiliser les
harmoniques sphériques. Nous résumons ici cette construction.
On développe, dans un premier temps, le terme
1
||~r−~rp|| de l'équation (1.2)
en série :
1
||~r − ~rp|| =
1
r
∞∑
n=0
(rp
r
)n
Pn(cosψ), (1.4)
où rp/r est l'argument du développement en série, ψ est l'angle entre ~r et ~rp
et Pn sont les polynômes de Legendre de degré n :
Pn(x) = 1
2nn!
dn
dxn
{
(x2 − 1)n} .
Ensuite, en utilisant les coordonnées sphériques (r, λ, φ) de ~r (avec λ la
longitude et φ la latitude), ainsi que (rp, λp, φp) pour ~rp, les polynômes de
Legendre peuvent être développés en harmoniques sphériques (Kaula, 1966;
Montenbruck et Eberhard, 2000) :
Pn(cosψ) =
n∑
m=0
(2− δ0m) (n−m)!
(n+m)!
Pnm(sinφ)Pnm(sinφp) cos(m(λ− λp)),
où δij est le symbole de Kronecker et Pnm sont les fonctions de Legendre
associées, de degré n et d'ordre m, qui sont dénies par :
Pnm(x) = (1− x2)m/2 d
m
dxm
{Pn(x)} .
Le potentiel gravitationnel d'un corps non-sphérique en un point (r, λ, φ)
s'écrit alors (Kaula, 1966; Montenbruck et Eberhard, 2000) :
U(r, λ, φ) = −GM
r
∞∑
n=0
n∑
m=0
(
R0
r
)n
Pnm(sinφ)
[
Cn,m cos(mλ)+Sn,m sin(mλ)
]
,
(1.5)
où R0 est le rayon équatorial du corps et Cn,m et Sn,m sont les coecients
(adimensionnels) des harmoniques sphériques donnés par :
Cn,m =
2− δ0m
M
(n−m)!
(n+m)!
∫∫∫
V
(
rp
R0
)n
Pnm(sinφp) cos(mλp)ρ(~rp)dV,
Sn,m =
2− δ0m
M
(n−m)!
(n+m)!
∫∫∫
V
(
rp
R0
)n
Pnm(sin φp) sin(mλp)ρ(~rp)dV.
Le coecient C0,0 est égal à 1 et les Sn,0 sont nuls par dénition. Le premier
terme du potentiel (1.5) correspond donc au potentiel des deux corps (1.1). De
plus, les coecients C1,0, C1,1 et S1,1 sont nuls lorsque le repère de référence est
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placé au centre de masse du corps central (ce qui sera toujours le cas ici). Enn,
les coecients C2,1 et S2,1 sont nuls lorsque l'axe z du repère de référence est
aligné avec l'axe principal d'inertie du corps central.
Le potentiel (1.5) d'un corps non-sphérique sur une masse ponctuelle exté-
rieure peut donc s'écrire :
U(r, λ, φ) = −GM
r
[
1 +
∞∑
n=2
n∑
m=0
(
R0
r
)n
Pnm(sinφ) (Cn,m cosmλ+ Sn,m sinmλ)
]
.
(1.6)
La gure 1.1 illustre l'eet des premiers coecients non nuls des harmo-
niques sphériques. Les coecients Jn,m correspondent à
√
C2n,m + S
2
n,m pour
n ≥ m > 0 et Jn = Jn,0. Par exemple, le coecient J2 = |C2,0| correspond
à l'aplatissement du corps tandis que le coecient J2,2 est associé à la forme
elliptique de l'équateur du corps.
On utilisera aussi, dans certains chapitres, les coecients normalisés :
(
Cn,m
Sn,m
)
=
√
(n+m)!
(n−m)!(2n+ 1)(2 − δ0m)
(
Cn,m
Sn,m
)
. (1.7)
Le calcul de la force gravitationnelle découlant du potentiel (1.6) peut se
faire de deux façons (à notre connaissance) : de façon directe (en dérivant le
potentiel) ou en utilisant la méthode de Cunningham (1970) qui est un algo-
rithme complexe mais facile à intégrer numériquement. C'est cette stratégie qui
sera adoptée ici (pour plus de détails, voir Cunningham (1970); Montenbruck
et Eberhard (2000)).
1.2 Le potentiel intégral
Nous modélisons ensuite le corps central par un ellipsoïde de densité de
masse uniforme. An d'écrire le potentiel intégral, nous utilisons les coordon-
nées elliptiques.
1.2.1 Les coordonnées elliptiques
Exprimons les coordonnées d'un point (x, y, z) à l'extérieur d'un corps non-
sphérique avec une autre logique (tirée de Garmier et al. (2001)).
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Figure 1.1  Illustration des harmoniques sphériques Jn,m du géopotentiel
pour les premiers degrés et ordres. Les régions claires indiquent des accumula-
tions de masse tandis que les régions foncées indiquent des carences en masse.
Figure tirée de Klinkrad (2006).
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Soit Γ0 le plus petit ellipsoïde contenant le corps et centré au centre de
masse de celui-ci. Nous appellerons cet ellipsoïde l'ellipsoïde de référence. Celui-
ci s'écrit :
Γ0 :=
x2
d2
+
y2
b2
+
z2
c2
= 1 avec d ≥ b ≥ c,
où nous utilisons la notation d à la place de a pour réserver a au demi-grand axe.
An de ne travailler qu'avec deux degrés de liberté et pas trois (les trois
demi-axes de Γ0), nous allons utiliser les longueurs focales qui sont (Garmier
et al., 2001) :
h2 = d2 − b2,
k2 = d2 − c2, (1.8)
où h2 ≤ k2 puisque d ≥ b ≥ c. On peut alors réécrire Γ0 comme ceci :
Γ0 :=
x2
d2
+
y2
d2 − h2 +
z2
d2 − k2 = 1.
À un point (x, y, z) on associe l'équation :
x2
s2
+
y2
s2 − h2 +
z2
s2 − k2 = 1 (1.9)
où s est inconnue.
L'équation (1.9) est une équation d'ordre 3 en s2. Elle possède 3 racines
réelles positives λ21, λ
2
2 et λ
2
3 qui sont telles que 0 ≤ λ23 ≤ h2 ≤ λ22 ≤ k2 ≤ λ21.
Ceci signie que (x, y, z) est à l'intersection de (voir gure 1.2) :
 un ellipsoïde de demi-axes (
√
λ21,
√
λ21 − h2,
√
λ21 − k2) (d'équation x
2
A2 +
y2
B2 +
z2
C2 = 1 avec A, B et C des constantes),
 un hyperboloïde à une nappe de demi-axes (
√
λ22,
√
λ22 − h2,
√
k2 − λ22)
(d'équation
x2
A2 +
y2
B2 − z
2
C2 = 1 avec A, B et C des constantes),
 un hyperboloïde à deux nappes de demi-axes (
√
λ23,
√
h2 − λ23,
√
k2 − λ23)
(d'équation
x2
A2 +
y2
B2 − z
2
C2 = −1 avec A, B et C des constantes).
Donc, à un point de coordonnées cartésiennes (x, y, z), on peut associer les co-
ordonnées elliptiques (λ21, λ
2
2, λ
2
3) (Garmier et al., 2001).
Remarquons que les coordonnées (x, y, z) correspondent à un seul triplet de
coordonnées (λ21, λ
2
2, λ
2
3), alors que les coordonnées (λ
2
1, λ
2
2, λ
2
3) correspondent
à 8 coordonnées (x, y, z) diérentes (comme illustré à la gure 1.2). Puisque
le changement de coordonnées n'est pas inversible, on travaille sur une carte
locale.
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Figure 1.2  Intersections de l'ellipsoïde, de l'hyperboloïde à une nappe et
de l'hyperboloïde à deux nappes correspondant à des coordonnées cartésiennes
(x, y, z). On ne voit ici que 4 intersections, les 4 autres se trouvant à l'arrière
de la gure.
An de calculer (λ21, λ
2
2, λ
2
3) numériquement, nous adoptons la stratégie de
Garmier et al. (2001) : nous calculons les λ2i par les formules analytiques sui-
vantes : 

λ21 = 2
√
Q cos
(
θ
3
)− a13 ,
λ22 = 2
√
Q cos
(
θ
3 +
4pi
3
)− a13 ,
λ23 = 2
√
Q cos
(
θ
3 +
2pi
3
)− a13 ,
avec
Q =
a21 − 3a2
9
, R =
9a1a2 − 27a3 − 2a31
54
,
cos(θ) =
R√
Q3
,
a1 = −(x21 + x22 + x23 + h2 + k2),
a2 = x
2
1(h
2 + k2) + x22k
2 + x23h
2 + h2k2,
a3 = −x21h2k2.
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Cependant, ces formules sont numériquement instables (le problème est mal
conditionné). Nous sélectionnons alors la plus petite valeur entre λ2i , |λ2i − h2|
et |λ2i − k2|, et nous transformons l'équation cubique (1.9) an que cette quan-
tité soit la nouvelle racine. Ceci nous permet d'éviter les petits diviseurs dans
l'équation (1.9) (lorsque par exemple x3 → 0, alors λ22 → k2, et donc on re-
trouve λ22−k2 =  en dénominateur, avec  un petit paramètre). Nous résolvons
alors la nouvelle équation par la méthode de la sécante et nous calculons λ2i ,
|λ2i − h2| et |λ2i − k2|.
1.2.2 Le potentiel gravitationnel dû à un ellipsoïde
Le potentiel gravitationnel dû à un ellipsoïde sur une masse ponctuelle peut
s'écrire de deux façons. La façon classique, expliquée dans Mac Millan (1958),
mais déjà apparue dans Ivory (1809), est :
V (x1, x2, x3) = −3µ
4
∫ +∞
u∗
Q(x1, x2, x3, d, b, c, u) du, (1.10)
Q =
(
1− x
2
1
d2 + u
− x
2
2
b2 + u
− x
2
3
c2 + u
)/√
(d2 + u)(b2 + u)(c2 + u),
où µ = GM avec G la constante gravitationnelle et M la masse de l'astéroïde,
x1, x2 et x3 sont les coordonnées de la masse ponctuelle et u
∗
est la solution
positive de l'équation Q = 0. Ce potentiel a déjà été utilisé (dans le même
contexte) par Rossi et al. (1999), Scheeres (1994) et Bartczak et al. (2006).
La deuxième façon d'écrire ce potentiel, en utilisant les variables h2 = d2−b2
et k2 = d2 − c2, est présentée dans Garmier et al. (2001) :
V (x1, x2, x3) = −3µ
2
∫ +∞
λ1
(
1− x
2
1
s2
− x
2
2
s2 − h2 −
x23
s2 − k2
)
ds√
(s2 − h2)(s2 − k2) ,
(1.11)
où λ1 est la première coordonnée elliptique du point (x1, x2, x3). Nous retrou-
vons V = −µ/r lorsque h = k = 0, comme attendu.
L'avantage de cette formulation du potentiel est que l'ellipsoïde est modélisé
par deux quantités h et k qui s'annulent lorsque l'ellipsoïde est une sphère. Donc
la valeur de ces quantités nous donne une évaluation de la non-sphéricité de
l'astéroïde. Pour cette raison, nous utiliserons (1.11) et pas (1.10).
1.2.3 Calcul de la force et de la jacobienne
Nous utilisons, dans les intégrations numériques, la force induite par ce
potentiel, donnée par les dérivées partielles de V . Comme λ1 dépend de x1, de
x2 et de x3, il faut en tenir compte dans les dérivées partielles. Après quelques
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dérivées et changements de variables (décrits dans l'annexe A), les composantes
de la force s'écrivent :
Fx1 = −
3
2
x1GM
λ1
∫ 1
−1
(x + 1)2dx
(4λ21 − h2(x+ 1)2)1/2(4λ21 − k2(x+ 1)2)1/2
,
Fx2 = −6 x2GM λ1
∫ 1
−1
(x+ 1)2dx
(4λ21 − h2(x + 1)2)3/2(4λ21 − k2(x+ 1)2)1/2
,
Fx3 = −6 x3GM λ1
∫ 1
−1
(x+ 1)2dx
(4λ21 − h2(x + 1)2)1/2(4λ21 − k2(x+ 1)2)3/2
.
(1.12)
Ces intégrales sont calculées par une quadrature de Gauss-Legendre. Cette
quadrature est une approximation de la valeur numérique d'une intégrale dont
les bornes sont -1 et 1. Pour une fonction f quelconque, on écrit :
∫ 1
−1
f(x)dx ≈
n∑
i=1
wif(xi),
où n est le degré de l'approximation, les wi sont les poids et les xi sont les abs-
cisses de la quadrature. Le degré est choisi en fonction de la précision souhaitée,
les abscisses pour une quadrature d'ordre n sont les racines des polynômes de
Legendre Pn(x) et les poids sont calculés par :
wi =
2(1− x2i )
(n+ 1)2[Pn+1(xi)]2
.
Cette quadrature est une méthode de quadrature exacte pour un polynôme de
degré 2n-1 si on prend n comme degré. Elle fonctionne aussi très bien pour les
fonctions monotones (ce qui est le cas ici).
Remarquons que, dans le cas où l'ellipsoïde est une sphère, alors k = h = 0,
λ1 = R (le rayon de la sphère) et donc les composantes de la force (1.12) de-
viennent Fxi = −3xiGM
∫ +∞
λ1
1/s4 ds = −xiGM/λ31 avec i = 1, 2, 3.
An d'utiliser dans la suite un indicateur de chaos, nous évaluons également
la matrice jacobienne du potentiel (1.11). Celle-ci est donnée dans l'annexe A.
1.3 Le potentiel développé à l'aide des tenseurs
STF
Nous exprimons, dans cette section, la force due au potentiel d'un corps dé-
veloppé en harmoniques sphériques grâce aux tenseurs symétriques sans trace
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(notés tenseurs STF dans la suite pour "Symetric Trace Free"). Les tenseurs
STF ont été développés par Hartmann et al. (1994), et utilisés par Mathis et
Le Poncin-Latte (2009) pour les étoiles binaires et les systèmes planétaires.
Par contre, cet outil n'a jamais (à notre connaissance) été appliqué aux asté-
roïdes binaires. Ce formalisme est équivalent au développement en harmoniques
sphériques. Son avantage est qu'un ensemble particulier de tenseurs STF re-
présente une base irréductible du groupe de rotation SO(3)
1
. Les propriétés
qui en découlent permettent de déterminer le couplage entre les harmoniques
sphériques d'une façon élégante et compacte, ce que nous montrerons dans la
section suivante. Il permet aussi d'exprimer facilement le potentiel de marée
ainsi que les fonctions de perturbation associées pour les systèmes de corps
étendus. Il est donc particulièrement adapté pour traiter les eets dissipatifs.
Nous reparlerons de ceci dans le dernier chapitre de la thèse.
1.3.1 Dénition des tenseurs STF
Dénissons un tenseur symétrique sans trace (STF) comme décrit dans Mathis
et Le Poncin-Latte (2009). Soit un tenseur cartésien d'ordre l, AL = Ai1i2...il ,
avec ij ∈ {1, 2, 3}, sa partie symétrique est :
SL = A(L) = 1
l!
∑
σ
Aiσ(1)iσ(2)...iσ(l)
où σ parcourt les l! permutations de {1, 2, 3, ..., l}.
Selon Thorne (1980) et Mathis et Le Poncin-Latte (2009), sa partie symétrique
sans trace est :
AˆL =
[ l2 ]∑
k=0
ak,lδ(i1i2...δi2k−1i2kSi2k+1...il)a1a1...akak
où le produit a1a1...akak donne le nombre de paires à considérer et les paren-
thèses signient qu'on somme sur toutes les permutations des indices présents
des δ et des S. Par exemple :
δ(i1i2Si3)a1a1 = δab
3∑
j=1
Sjjc + δac
3∑
j=1
Sjbj + δbc
3∑
j=1
Sajj . (1.13)
δij est le symbole de Kroenecker,
ak,l =
l!
(2l− 1)!!
(−1)k
(2k)!!
(2l− 2k − 1)!!
(l − 2k)! , (1.14)
1. Le groupe SO(3) (pour Special Orthogonal group) est le groupe des rotations autour
de l'origine dans l'espace euclidien à trois dimensions IR
3
muni de la loi de composition. Ces
rotations préservent l'origine, la distance Euclidienne et l'orientation. Ce groupe correspond
aussi aux matrices orthogonales de déterminant égal à 1 (d'où son nom).
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[
l
2
]
représente la partie entière de
l
2 , l! est la fonction factorielle classique et
enn,
l!! = l(l − 2)(l − 4) · · · ×
{
1 si l est impair,
2 si l est pair.
(1.15)
Exemples de tenseurs STF :
 Avec l = 2 :
La trace d'ordre 0 de A est
3∑
j=1
A(jj). Donc,
Aˆi1i2 = A(i1i2) −
1
3
δi1i2
3∑
j=1
A(jj).
Cela correspond à la matrice :

2
3A11 − 13A22 − 13A33 12 (A12 +A21) 12 (A13 +A31)
1
2 (A12 +A21)
2
3A22 − 13A11 − 13A33 12 (A23 +A32)
1
2 (A13 +A31)
1
2 (A23 +A32)
2
3A33 − 13A11 − 13A22


,
qui est bien symétrique et de trace nulle.
 Avec l = 3 :
Il y a 3 traces (qu'on devrait plutôt appeler contractions) d'ordre 1 :

3∑
j=1
A(jj1)
3∑
j=1
A(jj2)
3∑
j=1
A(jj3)


,


3∑
j=1
A(j1j)
3∑
j=1
A(j2j)
3∑
j=1
A(j3j)


et


3∑
j=1
A(1jj)
3∑
j=1
A(2jj)
3∑
j=1
A(3jj)


Donc,
Aˆi1i2i3 = A(i1i2i3)−
1
5

δi1i2 3∑
j=1
A(jji3) + δi1i3
3∑
j=1
A(ji2j) + δi2i3
3∑
j=1
A(i1jj)

 .
 Avec l = 4 :
Il y a 6 traces d'ordre 2. En voici un exemple :

∑3
j=1A(jj11)
∑3
j=1A(jj12)
∑3
j=1A(jj13)∑3
j=1A(jj21)
∑3
j=1A(jj22)
∑3
j=1A(jj23)∑3
j=1A(jj31)
∑3
j=1A(jj32)
∑3
j=1A(jj33)

 ,
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mais aussi 3 traces d'ordre 0 :
3∑
n,m=1
A(nnmm),
3∑
n,m=1
A(nmmn) et
3∑
n,m=1
A(nmnm)
Donc,
Aˆabcd = A(abcd) − 67
(
δab
∑3
j=1A(jjcd) + δac
∑3
j=1A(jbjd) + δad
∑3
j=1A(jbcj)
+δbc
∑3
j=1A(ajjd) + δbd
∑3
j=1A(ajcj) + δcd
∑3
j=1A(abjj)
)
+ 335
(
δabδcd
∑3
n,m=1A(nnmm) + δacδbd
∑3
n,m=1A(nmmn)
+δadδbc
∑3
n,m=1A(nmnm)
)
La base des tenseurs STF de rang l est (Mathis et Le Poncin-Latte, 2009)
(avec 0 < m ≤ l) :
Yˆ l,mL = Nl,m
[ l−m2 ]∑
j=0
almjδ(i1i2 ... δi2j−1i2jE
+
i2j+1
... E+i2j+mE
0
i2j+m+1 ...E
0
il)
(1.16)
avec
almj =
(−1)j
2lj!(l − j)!
(2l− 2j)!
(l −m− 2j)! , Nl,m = (−1)
m
√
2l+ 1
4pi
(l −m)!
(l +m)!
, (1.17)
et
E+ =

 1i
0


et E0 =

 00
1

 . (1.18)
Cette base représente une base irréductible du groupe de rotation SO(3) (Cou-
rant et Hilbert, 1953; Gelfand et al., 1963). Elle est entièrement équivalente
aux harmoniques sphériques (voir Mathis et Le Poncin-Latte (2009)).
1.3.2 Expression du potentiel
Le potentiel gravitationnel d'un corps agissant sur un point extérieur (x, y, z)
dans le formalisme des tenseurs STF s'écrit (Mathis et Le Poncin-Latte,
2009) :
V (x, y, z) = GM
+∞∑
l=0
l∑
m=−l
Rl0Ml,m
Yl,m(x, y, z)
rl+1
(1.19)
où
 G est la constante de gravitation,
 M est la masse du corps,
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 R0 est son rayon moyen,
 r =
√
x2 + y2 + z2,
 Ml,m = 1MRl0Ml,m et Ml,m est le moment gravitationnel, un coecient
dépendant des Cl,m et Sl,m du développement en harmoniques sphériques,
 Yl,m(x, y, z) est une fonction liée aux fonctions de Legendre associées (dé-
nie plus loin).
Évaluons concrètement ce potentiel et établissons le lien avec les harmo-
niques sphériques.
Calcul des Ml,m
Les termes Ml,m sont dénis comme :
Ml,m =
4pi
2l+ 1
∫
M
rlY ∗l,m(θ, φ) dM (1.20)
où dM = ρr2dr sin θ dθ dφ avec ρ, la densité du corps et (r, θ, φ), les coordonnées
sphériques du point correspondant à dM . Les Ml,m sont liés aux coecients
des harmoniques sphériques par l'équation (pour m ≥ 0) (voir Mathis et Le
Poncin-Latte (2009)) :
Ml,m = sign(Cl,m) |Ml,m| eiArg(Ml,m),
avec
|Ml,m| = 1Nml
√(
Cl,m
2− δm,0
)2
+
(
Sl,m
2
)2
(1 − δm,0)2,
Nl,m = (−1)m
√
2l+ 1
4pi
(l −m)!
(l +m)!
et Nml = (−1)mNl,m
et
Arg(Ml,m) = −Arctan
(
(1− δm,0)(2 − δm,0)
2
Sl,m
Cl,m
)
.
Ceci signie, pour m = 0,
Ml,m = Cl,mNl,m , (1.21)
et pour m > 0,
Ml,m = sign(Cl,m)
√
C2l,m + S
2
l,m
2Nl,m e
−iArctan
(
Sl,m
Cl,m
)
. (1.22)
Enn, pour m < 0, nous avons (voir Mathis et Le Poncin-Latte (2009)) :
Ml,m = (−1)−mM∗l,m (1.23)
où ∗ représente le complexe conjugué.
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Calcul des Yl,m(x, y, z)
Pour m ≥ 0, Yl,m est exprimé en coordonnées sphériques :
Yl,m(θ, φ) = NlmPlm(cos θ)eimφ (1.24)
où Plm est la fonction de Legendre associée.
Pour l'évaluer, nous utilisons plutôt la formulation cartésienne (pour m ≥
0) : Yl,m(x, y, z) = Yˆ l,mL · nL(x, y, z) où · représente le produit scalaire et
nL = n
i1ni2 ... nil où n(x, y, z) est le vecteur unité orientant le point (x, y, z)
par rapport au repère.
Pour m < 0,
Yl,m = (−1)−m Y ∗l,−m. (1.25)
Exemples :
 Avec l = 1 :
Yˆ1,0L =
√
3
4pi

 00
1

 , Yˆ1,1L = −
√
3
8pi

 1i
0


et
nL = n =

 x/ry/r
z/r


 Avec l = 2 :
Yˆ2,0L = N2,0

 −1/2 0 00 −1/2 0
0 0 1

 , Yˆ2,1L = N2,1

 0 0 3/20 0 3i/2
3/2 3i/2 0

 ,
Yˆ2,2L = N2,2

 3 3i 03i −3 0
0 0 0


et nL =

 x2/r2 xy/r2 xz/r2xy/r2 y2/r2 yz/r2
xz/r2 yz/r2 z2/r2

 .
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1.3.3 Calcul de la force et de la jacobienne
An d'utiliser le potentiel (1.19) dans un programme informatique, nous
calculons les composantes de la force liée à ce potentiel. Celles-ci s'écrivent :

∂V
∂x
= GM
+∞∑
l=0
l∑
m=−l
Rl0Ml,m
(
1
rl+1
∂Yl,m
∂x
(x, y, z)− x(l + 1)Yl,m(x, y, z)
rl+3
)
,
∂V
∂y
= GM
+∞∑
l=0
l∑
m=−l
Rl0Ml,m
(
1
rl+1
∂Yl,m
∂y
(x, y, z)− y(l + 1)Yl,m(x, y, z)
rl+3
)
,
∂V
∂z
= GM
+∞∑
l=0
l∑
m=−l
Rl0Ml,m
(
1
rl+1
∂Yl,m
∂z
(x, y, z)− z(l + 1)Yl,m(x, y, z)
rl+3
)
,
(1.26)
avec
∂Yl,m
∂x (x, y, z) = Yˆ l,mL · ∂nL∂x (x, y, z) où · est le produit scalaire (idem pour
y et z).
∂nL
∂x (x, y, z) est calculé par récurrence :
∂nL
∂x
= ni1
(
∂
∂x
(ni2 ... nil)
)
+
∂ni1
∂x
(ni2 ... nil).
Nous exprimons uniquement :
∂n
∂x
=

 1/r − x2/r3−xy/r3
−xz/r3

 , ∂n
∂y
=

 −xy/r31/r − y2/r3
−yz/r3


et
∂n
∂z
=

 −xz/r3−yz/r3
1/r − z2/r3

 .
Pour évaluer le MEGNO (voir section 2.1), nous calculons aussi les compo-
santes de la matrice jacobienne du potentiel (1.19) :
∂2V
∂ ◦ ∂∗ = GM
+∞∑
l=0
l∑
m=−l
Rl0Ml,m
(
1
rl+1
∂2Yl,m
∂ ◦ ∂∗ −
l + 1
rl+3
(
◦ ∂Yl,m
∂∗ + ∗
∂Yl,m
∂◦
+
∂∗
∂◦ Yl,m
)
+
◦ ∗ (l + 1)(l + 3)Yl,m
rl+5
)
,
où ◦ et ∗ sont x, y ou z. De plus, ∂2Yl,m∂◦∂∗ (x, y, z) = Yˆ l,mL · ∂
2nL
∂◦∂∗ (x, y, z) où · est
le produit scalaire.
Simplications pour l'intégration numérique
Les termes avec m < 0 sont les complexes conjugués des termes en −m.
Il n'est donc pas nécessaire de les calculer. On prend simplement deux fois la
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partie réelle des termes en m > 0.
Les coecients Nl,m servent de normalisateurs et se simplient dans les
calculs. Il est donc inutile de les calculer.
Les Ml,m et les Yˆ l,mL sont invariants durant toute l'intégration. On peut
donc les calculer une fois pour toutes au début du programme.
1.4 Le couplage de potentiel développé à l'aide
des tenseurs STF
Supposons à présent que nous sommes confrontés à deux corps de masses
équivalentes. Nous allons alors développer le potentiel (1.3) à l'aide des tenseurs
STF.
1.4.1 Potentiel d'interaction dans le formalisme des ten-
seurs STF
Le potentiel d'interaction gravitationnelle mutuelle de deux corps B1 et B2
est déni dans Mathis et Le Poncin-Latte (2009) par :
V1−2 = GM1M2
∞∑
l1=0
l1∑
m1=−l1
∞∑
l2=0
l2∑
m2=−l2
Rl11 R
l2
2
(
M1l1,m1M2l2,m2(−1)l1
γl1,m1l2,m2
Yl1+l2,m1+m2(θ12, φ12)
rl1+l2+112
)
, (1.27)
où
 ~z2 − ~z1 est le vecteur reliant le centre de masse du corps B1 au centre de
masse du corps B2 dont les coordonnées sphériques sont notées (r12, θ12, φ12),
 γl1,m1l2,m2 est un coecient ne dépendant que de l1,m1, l2 et m2 donné par :
γl,mj,k =
√
2l + 1
(l +m)!(l −m)!
2j + 1
(j + k)!(j − k)!
(l + j −m− k)!(l + j +m+ k)!
4pi(2l + 2j + 1)
.
Cette expression du couplage du potentiel de deux corps a l'avantage d'être
simple et compacte. Notons qu'on retrouve bien le potentiel d'un corps agissant
sur un point lorsqu'on considère B2 comme une masse ponctuelle, de même si
l'on considère B1 comme une masse ponctuelle et qu'on inverse le sens du vec-
teur reliant les 2 corps.
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Prêtons attention au fait que les rotations propres des deux corps inter-
viennent. En eet, avec le potentiel gravitationnel d'un seul corps, on travaille
dans le repère tournant lié au spin du corps. Le corps présente donc toujours
les mêmes "trous" et "bosses" par rapport au repère tournant. Les coecients
des harmoniques sphériques sont donc constants avec le temps, ce qui n'est plus
le cas lorsqu'on travaille dans un autre repère.
Avec un potentiel mutuel, les équations du mouvement ne peuvent pas être
écrites dans les repères tournants des 2 corps en même temps. Nous écrivons
alors les équations du mouvement dans le repère tournant d'un des deux corps
puis nous eectuons une rotation des coecients des harmoniques sphériques
pour le second.
La relation entre les coecients des harmoniques sphériques dans un repère
inertiel R et ceux calculés dans le repère lié au corps Rt dépend des angles
d'Euler qui orientent le repèreRt par rapport au repèreR. Lorsqu'on considère
la convention d'angles d'Euler 3-1-3 (ψ, θ, φ) (ce qu'on fera ici), alors on passe
du repère R au repère lié au corps Rt par trois rotations successives 2 (voir
gure 1.3) :
1. une rotation autour du troisième axe d'angle ψ, appelée précession,
2. une rotation autour du premier axe d'angle θ, appelée nutation,
3. une rotation autour du troisième axe d'angle φ, appelée rotation propre.
La matrice de rotation permettant de transformer les coordonnées d'un
point exprimées dans le repère R en les coordonnées dans le repère Rt est
donc :
R =

 cψcφ − sψcθsφ sψcφ + cψcθsφ sθsφ−cψsφ − sψcθcφ −sψsφ + cψcθcφ sθcφ
sψsθ −cψsθ cθ


(1.28)
avec les notations cx = cosx et sx = sinx. La transposée de cette matrice est
appelée matrice d'attitude.
An d'écrire les coecients des harmoniques sphériques dans le repère lié
au corps Rt, on utilise les résultats de Wigner (1959), déjà appliqués à ce genre
2. La convention utilisée pour les matrices de rotation est (avec Rα(θ) la rotation d'angle
θ autour de l'axe α) :
RX(θ) =


1 0 0
0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ

 , RY (θ) =


cos θ 0 sin θ
0 1 0
− sin θ 0 cos θ


et RZ (θ) =


cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0
0 0 1


24 Chapitre 1 : Potentiel dû à la non-uniformité
Figure 1.3  Transformation du repère {x, y, z} en le repère {X,Y, Z} par les
angles d'Euler.
de problème par Borderies (1978). Pour m ≥ 0, on trouve (les détails de ce
calcul se trouvent dans l'annexe B.1) :
MRl,m =
(−1)m
(l +m)!
Nl,−m
l∑
k=−l
(l + k)!E−kl,−m(ψ, θ, φ)
(−1)k
Nl,−kM
Rt
l,k (1.29)
avec
Ekl,m(ψ, θ, φ) = (−1)l−mei(k−m)
pi
2 ei(mψ+kφ)Hkl,m(θ)
et
Hkl,m(θ) =
inf(l−m,l−k)∑
j=sup(0,−m−k)
(−1)j
(
l −m
j
)(
l +m
m+ k + j
)
×
×
(
cos
θ
2
)2j+m+k (
sin
θ
2
)2(l−j)−m−k
où la notation
(
n
k
)
est le coecient binomial Ckn =
n!
k! (n−k)! . Pour m < 0, nous
utiliserons (1.23).
Nous calculons donc les MRtl,k (−l ≤ k ≤ l) une fois pour toutes au début
du programme et puis nous évaluons les MRl,m à chaque itération en fonction
des angles d'Euler. Nous avons choisi ici d'écrire les équations du mouvement
dans le repère tournant de B1 (qui sera le corps le plus massif). On modie
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donc les termes Ml,k pour le corps B2 avec, comme angles d'Euler, ceux qui
transforment le repère tournant lié à B2 en le repère tournant lié à B1.
Simplications et cas particuliers
Contrairement au potentiel simple, les termes avec m1 ou m2 négatifs ne
correspondent plus exactement aux termes avec m1 et m2 positifs (si l'un des
deux est négatif et l'autre positif). On considère donc tous les termes. Ce-
pendant, on utilise le fait que MRtl,m = (−1)−mMRt∗l,−m (équation (1.23)) et
Yl,m(x, y, z) = (−1)−mY ∗l,−m(x, y, z) lorsque m est négatif.
Les coecients Nl,m se simplient de nouveau dans les calculs.
Un cas particulier pour le calcul de la rotation du termeMRtl,k est intéressant
à mettre en évidence : si θ = 0 ou θ = pi. Dans ce cas, un seul terme dans le
calcul de E−kl,−m et de H
−k
l,−m est non nul : lorsque k = m et j = l +m. On a
alors :
MRl,m = e
−im(ψ+φ)MRtl,k . (1.30)
1.4.2 Le problème des deux corps rigides
Nous écrivons à présent les équations du mouvement du problème des deux
corps rigides et nous calculons les dérivées nécessaires à l'utilisation de ces
équations. Pour ce faire, nous introduisons la notation suivante : soit un vecteur
~x = [x1 x2 x3]T , nous dénissons la matrice 3× 3 :
xˆ =

 0 −x3 x2x3 0 −x1
−x2 x1 0

 .
De nombreux travaux ont été réalisés sur l'expression du problème des deux
corps rigides et sur l'étude de ses caractéristiques (Maciejewski 1995; Scheeres
2002a; Fahnestock et Scheeres 2008; Boué et Laskar 2009). Dans Scheeres
(2002a,b, 2006) par exemple, les deux corps sont approximés par un ensemble
de masses ponctuelles et des conditions de stabilité sont identiées pour le pro-
blème des deux corps complet. Nous utilisons ici la formulation de Maciejewski
1995.
Les équations du mouvement
Soient deux corps rigides B1 et B2 interagissant mutuellement (selon la loi
universelle de gravitation et sans aucune autre force extérieure) et un repère
inertiel de référence F (dont l'origine est notée O). Dans ce repère, les centres
de masse des corps sont situés à ~ri (i = 1, 2) et la position relative des corps
est dénie par ~r = ~r2 − ~r1 et ~p = m~˙r avec m = m1m2m1+m2 . Nous dénissons aussi
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les repères Fi tournant avec le spin du corps Bi et Ai la matrice d'attitude du
corps Bi, orientant donc le corps Bi par rapport au repère F (i = 1, 2). Dans
le repère F1, ~R = AT1 ~r est la position initiale du centre de masse de B2 et
~P = AT1 ~p, est l'équivalent pour ~p.
Les équations du mouvement dans le repère F1 s'écrivent (Maciejewski,
1995) :
~˙P = ~P × ~Ω2 − ∂V
∂ ~R
, ~˙R = ~R× ~Ω2 + 1
m
~P, (1.31)
~˙Γ1 = ~Γ1 × ~Ω2 + ~µ1, ~˙Γ2 = ~Γ2 × ~Ω2 + ~µ2, (1.32)
A˙ = AΩˆ2 − Ωˆ1A, (1.33)
A˙2 = A2Ωˆ2, (1.34)
avec
~Ω2 = I
−1
2
~Γ2, ~Ω1 = I
−1
1 A
~Γ1. (1.35)
où
~Ωi est le vecteur de vitesse angulaire du corps Bi (i = 1, 2) exprimé dans son
propre repère, A = AT1 A2, Ii est le tenseur d'inertie du corps Bi, représentant
la distribution de masse du corps Bi et les ~µi sont dénis par :
~µ1 = −~α× ∂V
∂~α
− ~β × ∂V
∂~β
− ~γ × ∂V
∂~γ
(1.36)
et
µ2 = ~R× ∂V
∂ ~R
+ ~α× ∂V
∂~α
+ ~β × ∂V
∂~β
+ ~γ × ∂V
∂~γ
(1.37)
avec AT = [~α, ~β,~γ].
L'Hamiltonien du système est constant et vaut :
H =
1
2m
||~P ||2 + 1
2
〈A~Γ1, I−11 A~Γ1〉+
1
2
〈~Γ2, I−12 ~Γ2〉+ V (1.38)
Calcul des dérivées du potentiel mutuel
Dans les équations du mouvement, plusieurs dérivées partielles interviennent :
∂V
∂ ~R
,
∂V
∂~α ,
∂V
∂~β
et
∂V
∂~γ .
Nous calculons les composantes de la force
∂V
∂ ~R
= ∂V∂~r12 liée au potentiel
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mutuel (1.27). Celles-ci s'écrivent :
∂V
∂∗ = GM1M2
+∞∑
l1=0
l1∑
m1=−l1
+∞∑
l2=0
l2∑
m2=−l2
Rl11 R
l2
2
(
M1l1,m1M2l2,m2(−1)l1
Γl1,m1l2,m2
(
1
rl1+l2+112
∂Yl1+l2,m1+m2
∂∗ −
∗(l1 + l2 + 1)Yl1+l2,m1+m2
rl1+l2+312
))
avec ∗ ∈ {x12, y12, z12} et ∂Yl,m∂∗ = Yˆ l,mL · ∂nL∂∗ où · est le produit scalaire.
Le calcul des autres dérivées est plus ardu. La matrice AT s'écrit, avec la
convention d'angles d'Euler 3-1-3 (ψ, θ, φ) :
AT =

 α1 β1 γ1α2 β2 γ2
α3 β3 γ3

 =

 cψcφ − sψcθsφ sψcφ + cψcθsφ sθsφ−cψsφ − sψcθcφ −sψsφ + cψcθcφ sθcφ
sψsθ −cψsθ cθ


(1.39)
avec les notations cx = cosx et sx = sinx.
Les composantes de la matrice AT ne sont pas directement présentes dans
l'expression du potentiel. Par contre, nous retrouvons les angles d'Euler dans
la rotation des coecients M
R
l,m pour le corps B2 (et uniquement là). Nous
calculons nalement :
∂V
∂∗ =
∂V
∂ψ
∂ψ
∂∗ +
∂V
∂θ
∂θ
∂∗ +
∂V
∂φ
∂φ
∂∗ avec ∗ ∈ {~α,
~β,~γ}. (1.40)
Ces calculs longs et complexes sont présentés dans l'annexe B.2.
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Chapitre 2
Outils
Dans ce chapitre, nous présentons plusieurs outils et notions utilisés dans
la suite.
2.1 MEGNO
An d'étudier le comportement régulier ou chaotique de diérents systèmes,
nous utilisons l'indicateur de chaos MEGNO (Mean Exponential Growth factor
of Nearby Orbits) déni par Cincotta et Simó (2000). Nous l'introduisons ici
brièvement.
Considérons un système dynamique décrit par les équations suivantes :
d
dt
~x(t) = ~f
(
~x(t)
)
, avec ~x ∈ IR2n. (2.1)
Supposons que
~φ(t) est une solution du système. Soit un vecteur ~δφ(t) corres-
pondant à un déplacement innitésimal le long de
~φ(t), comme par exemple le
vecteur tangent
1
, l'évolution de ce vecteur est donnée par :
~˙δφ =
∂ ~f
∂~x
(
~φ(t)
)
~δφ(t). (2.2)
L'indicateur MEGNO, basé sur une version modiée de la forme intégrale du
nombre caractéristique de Lyapunov, est déni par (Cincotta et Simó, 2000) :
Yφ(t) =
2
t
∫ t
0
~˙δφ · ~δφ
||~δφ||2
s ds, (2.3)
1. On pourrait aussi prendre pour
~δ(t), le vecteur joignant deux solutions initialement
proches par exemple.
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et le MEGNO moyen par :
Y φ(t) =
1
t
∫ t
0
Yφ(s) ds. (2.4)
Cette quantité est une caractérisation du taux de divergence de deux orbites
proches. Pour des orbites stables quasi-périodiques, Y φ converge vers 2 et pour
des mouvements chaotiques, Y φ tend vers l'inni. Pour des orbites périodiques,
Y φ converge vers 0. Lorsque nous analysons la dynamique d'un système mul-
tiple (un astéroïde et plusieurs satellites), le MEGNO est calculé par rapport à
l'évolution orbitale de tous les satellites, pris dans leur ensemble. Cet indicateur
représente donc bien le comportement global du système.
En ce qui concerne le calcul numérique du MEGNO, nous adoptons la même
stratégie que Go¹dziewski et al. (2008a). Il est aussi possible d'obtenir à partir
du MEGNO une bonne estimation du temps de Lyapunov Tλ =
1
λ . Pour cela,
nous utilisons un ajustement linéaire de Y φ(t) par la méthode des moindres
carrés où la pente de la droite est
λ
2 (Cincotta et Simó, 2000). De plus, Mestre
et al. (2011) ont montré récemment une relation intrinsèque entre le MEGNO
et l'indicateur de chaos FLI (Fast Lyapunov Indicator). Une comparaison de ces
deux indicateurs de chaos, parmi d'autres, est présentée (pour les mappings)
dans Maone et al. (2011).
Par construction, le MEGNO dépend de la valeur initiale du vecteur
~δφ(0).
Lorsque celui-ci est dans la direction de l'exposant minimal de Lyapunov, le
MEGNO garde articiellement une valeur très faible (Breiter et al., 2005). Pour
les cartes de MEGNO, nous prenons un vecteur tangent initial aléatoire an
d'éviter un maximum ces zones articielles.
Dans la suite, nous appellerons "MEGNO" le MEGNO moyen Y .
2.2 NIMASTEP
La plupart des simulations numériques de cette thèse ont été réalisées avec
un logiciel numérique développé par notre équipe : Numerical Integration of
the Motion of an Articial Satellite orbiting a TElluric Planet, en plus court
NIMASTEP. Ce logiciel a été créé par Nicolas Delsate et a été utilisé dans de
nombreux contextes (par exemple dans Valk et al. 2009, Delsate et al. 2010,
Delsate 2011). À l'origine, il permet de calculer le mouvement osculateur d'un
objet arbitraire en rotation autour d'une planète. Il a ensuite été modié par
Nicolas Delsate et moi-même an de pouvoir traiter des problèmes plus géné-
raux. Ce code est présenté en détail et validé dans l'article Delsate et Compère
(2012) et dans la thèse de Nicolas Delsate (Delsate, 2011).
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Les améliorations principales que j'ai eectuées sur ce logiciel avec l'aide de
Nicolas Delsate sont les suivantes :
 intégrer la force dérivant du potentiel ellipsoïdal (1.11) ainsi que ses dé-
rivées secondes (pour pouvoir utiliser l'indicateur de chaos MEGNO),
 permettre l'intégration de plusieurs satellites en interaction entre eux
(toujours avec l'utilisation du MEGNO).
J'ai aussi développé une version de NIMASTEP permettant une intégra-
tion du problème des deux corps complet avec le formalisme des tenseurs STF
(développé dans le chapitre précédent). Cependant, cette version du logiciel ne
permet pas encore toutes les fonctionnalités qu'avait la version précédente. Elle
ne permet par exemple pas encore de calculer le MEGNO.
Des tests sur ces trois améliorations ont été réalisés et sont présentés briè-
vement ici.
Remarquons que les simulations présentées tout au long de cette thèse ont
été réalisées sur un cluster HPC à l'Interuniversity Scientic Computing Facility
center (iSCF - http ://www.iscf.be) situé à l'Université de Namur (Belgique).
2.2.1 Tests du potentiel ellipsoïdal
Un premier test de l'intégration du potentiel ellipsoïdal a été réalisé en com-
parant des intégrations numériques réalisées avec NIMASTEP avec les résultats
de l'article Rossi et al. (1999). Cet article compare trois codes, l'un basé sur une
représentation du corps central en terme de "mascons" (des masses discrètes
sphériques) et l'autre représentant le corps central par un polyèdre. L'article
teste le potentiel exercé par des ellipsoïdes homogènes sur un point extérieur.
L'ellipsoïde utilisé ici est axisymétrique avec a = b = 10 km et c = 5 km et de
masse M = 2.0943951× 1015 kg. Les conditions initiales des intégrations sont
données dans la table 1 de Rossi et al. (1999).
Nous avons donc nous aussi intégré le potentiel exercé par cet ellipsoïde
avec notre logiciel et le potentiel intégral. Les résultats (pour la variation du
n÷ud ascendant, les autres résultats étant similaires) se trouvent dans la table
2.1. Ils sont très concluants.
Ce potentiel a aussi été validé par les résultats de l'article Compère et al.
(2012), présentés dans le chapitre suivant. Des simulations numériques avec le
potentiel ellipsoïdal et le MEGNO sont validées par un développement analy-
tique.
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Polyèdre Mascons Harmo. sphér. Pot. int.
Orbite circulaire -1.09 10−5 -1.11 10−5 -1.07 10−5 -1.11 10−5
inclinée
Orbite elliptique -1.25 10−5 -1.33 10−5 -1.27 10−5 -1.33 10−5
inclinée
Orbite elliptique -7.76 10−7 -7.92 10−7 -7.85 10−7 -7.86 10−7
inclinée et distante
Table 2.1  Variation du n÷ud ascendant (en rad s−1) d'un point orbitant au-
tour d'un ellipsoïde axisymetrique. Les résultats pour la méthode du polyèdre,
celle des mascons et celle des harmoniques sphériques viennent de Rossi et al.
(1999). Les résultats pour la méthode du potentiel intégral ont été obtenu avec
le logiciel NIMASTEP.
2.2.2 Tests de l'intégration de plusieurs satellites
Notre premier test est la reproduction des résultats de l'article Go¹dziewski
et al. (2001). Il s'agit de l'intégration des orbites de la Terre, de Jupiter et
de Saturne autour du Soleil, ainsi que le calcul du MEGNO global pour ce
système. Nos résultats (avec les données de l'article) sont présentés à la gure
2.1 et sont similaires à ceux de la gure 2 de l'article Go¹dziewski et al. (2001).
Dans un second temps, des simulations numériques de systèmes multiples
composés d'un corps non sphérique et de satellites ont été réalisées et comparées
avec les résultats du code numérique d'Emilie Verheylewegen (voir Verheyle-
wegen et al. (2013)). Nous avons eectué notamment des tests sur le système
d'astéroïdes (87) Sylvia composé d'un astéroïde et de deux satellites (Romulus
et Rémus). Les conditions initiales sont présentées dans le chapitre 4. Nous
n'utilisons que les coecients C2,0 et C4,0 du développement en harmoniques
sphériques. Nos deux implémentations donnent des résultats équivalents, avec
un MEGNO convergeant rapidement vers 2. Un second test a été réalisé avec
des conditions initiales identiques excepté le demi-grand axe de Rémus qui est
alors égal à 1150 km. Cette fois, nos deux implémentations donnent un ME-
GNO augmentant linéairement avec le temps indiquant une orbite chaotique.
Les éléments orbitaux sont similaires dans les deux cas.
2.2.3 Tests de l'intégration du problème des deux corps
complet
Dans un premier temps, l'implémentation de la force (1.26) dérivant du
potentiel gravitationnel développé dans le formalisme des tenseurs STF a été
testée. Des intégrations numériques du système (243) Ida réalisées sur 10 ans
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Figure 2.1  Intégration des orbites de la Terre, de Jupiter et de Saturne
autour du Soleil réalisée avec NIMASTEP et calcul du MEGNO global pour ce
système.
avec le logiciel NIMASTEP en utilisant d'une part les harmoniques sphériques
et d'autre part la force (1.26) donnent des résultats égaux jusqu'à 9 chires
signicatifs.
En ce qui concerne l'intégration du problème des deux corps complet, des
tests sur l'astéroïde binaire (66391) 1999KW4 ont été réalisés. Ils sont présentés
dans l'article Compère et Lemaître (2013) et dans le chapitre 7.
2.3 Ordre de grandeur des forces à considérer
Lors de l'étude de systèmes complexes, il est important d'identier les prin-
cipales forces en jeu. Dans le cas de satellites d'astéroïdes, les perturbations
usuelles sont la non-sphéricité de l'astéroïde et l'inuence des autres corps du
système solaire. An de déterminer les ordres de grandeur de ces perturbations,
nous approximons les forces (dans la direction radiale) grâce aux formules sui-
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vantes (Montenbruck et Eberhard, 2000) :
aJn,m = (n+ 1)
GM
r2
Rn0
rn
√
C
2
n,m + S
2
n,m, (2.5)
a3b =
2GM3b
d33b
r, (2.6)
où aJn,m est l'accélération due au terme Jn,m du développement en harmo-
niques sphériques (1.6), a3b est l'accélération due à un troisième corps, G est
la constante de gravitation, M et R0 sont respectivement la masse et le rayon
équatorial du primaire, r est la distance entre le satellite et le primaire, Cn,m
et Sn,m sont les coecients normalisés des harmoniques sphériques (1.7), M3b
est la masse du troisième corps et d3b est la distance entre le troisième corps et
le primaire.
An de se représenter leur ordre de grandeur, évaluons ces forces pour un
système similaire à Ida-Dactyl. Les accélérations dues au Soleil, à Jupiter, à
Mars et à la non-sphéricité de l'astéroïde sont tracées à la gure 2.2. L'abscisse
est la distance relative du satellite au centre du primaire, c'est-à-dire le rapport
entre la distance du satellite au centre du primaire et le rayon équatorial de
ce dernier. Si le satellite n'est pas trop loin de l'astéroïde (Dactyl se trouve
par exemple à une distance relative d'environ 3.45 de Ida), la seule perturba-
tion signicative du mouvement keplerien est la non-sphéricité de l'astéroïde.
Remarquons tout de même que seule la composante radiale des forces (et non
la composante tangentielle) est calculée. Ce graphique n'est donc pas susant
pour conclure mais les ordres de grandeur ont été conrmés par une série de
tests numériques.
Un concept supplémentaire utilisé à plusieurs reprises dans le manuscrit est
la sphère de Hill. Celle-ci est la sphère centrée sur l'astéroïde qui détermine
le volume dans lequel l'attraction de l'astéroïde domine sur l'attraction du
Soleil (voir Goldreich et al. (2004) et Murray et Dermott (2000)). Le rayon
de la sphère de Hill, appelé rayon de Hill, est déni (lorsque l'excentricité de
l'astéroïde est négligeable) par :
RHill = aast 3
√
mast
3M
, (2.7)
où aast etmast sont le demi-grand axe et la masse de l'astéroïde, etM la masse
du Soleil. Pour l'astéroïde Ida, par exemple, ce rayon vaut approximativement
8500 km, ce qui correspond à une distance relative d'environ 560 (bien en dehors
de la gure 2.2).
2.4 Modèles de forme et harmoniques sphériques
An de modéliser la forme d'un astéroïde, on peut utiliser des modèles de
forme. Les modèles de forme sont des points (vertex) et des connexions entre
2.4 Modèles de forme et harmoniques sphériques 35
2 4 6 8 10 1210
−19
10−17
10−15
10−13
10−11
10−9
10−7
10−5
10−3
Distance relative du satellite au centre du primaire
Ac
ce
lé
ra
tio
n 
 [k
m/
s²]
 
 
GM
J2
C22
Soleil
Jupiter
Mars
Figure 2.2  Ordre de grandeur des accélérations dans le cas d'un satellite en
rotation autour d'un astéroïde similaire à Ida. L'accélération GM correspond à
la gravité due au problème des deux corps et J2 (= −C20) et C22 aux principales
contributions des harmoniques sphériques liées à la non-sphéricité du primaire.
Les conditions initiales sont : la masse de l'astéroïde est de 4.79452 × 1016 kg,
son rayon équatorial vaut 15228.34 m, sa période de rotation est de 4.633 h,
son coecient J2 vaut 0.38047, son coecient C22 vaut 0.032247 et la distance
moyenne entre l'astéroïde et le Soleil est de 2.86 UA.
ces points représentant des polyèdres à facettes triangulaires. Ils peuvent être
représentés graphiquement à l'aide par exemple du logiciel Meshlab
2
(voir -
gure 2.3). On peut trouver des modèles de forme de nombreux astéroïdes du
système solaire dans plusieurs bases de données, notamment DAMIT
3
(Da-
tabase of Asteroid Models from Inversion Techniques) ou encore la base de
données du JPL
4
(Jet Propulsion Laboratory).
À partir d'un modèle de forme, il est possible d'approximer les coecients
des harmoniques sphériques associés à ce corps. Pour ce faire, nous utilisons le
logiciel SHTOOLS d'accès gratuit développé par Mark Wieczorek du Centre
National de la Recherche Scientique (Institut de Physique du Globe de Paris)
2. Meshlab est un outil développé par le Visual Computing Lab of ISTI - CNR, avec
l'appui du 3D-CoForm project
3. Accessible à l'adresse http://astro.troja.mff.cuni.cz/projects/asteroids3D/web.
php (voir Durech et al. 2010 pour plus de détails)
4. Accessible à l'adresse http://echo.jpl.nasa.gov/asteroids/shapes/shapes.html
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en 2009
5
. Ce logiciel manipule et calcule des développements en harmoniques
sphériques.
Figure 2.3  Illustration du modèle de forme de l'astéroïde (41) Daphné par
le logiciel Meshlab. Le modèle de forme vient de la base de données DAMIT.
Concrètement, la méthode utilisée comporte quatre étapes. Nous transfor-
mons d'abord les vertex (donnés en coordonnées cartésiennes) en coordonnées
sphériques. Nous projetons ensuite ces points sur les harmoniques sphériques
grâce à la routine SHExpandLSQ qui utilise la méthode des moindres carrés.
Nous obtenons ainsi les coecients des harmoniques sphériques liés à la forme
de l'astéroïde et pas encore à son potentiel. Nous faisons ensuite l'opération
inverse en projetant ces harmoniques sur une grille régulière cette fois-ci avec
la routine MakeGridDH. Enn, nous calculons les coecients des harmoniques
sphériques du potentiel à partir de ces points grâce à la routine CilmPlus.
Évidemment, cette procédure ne nous permet pas d'obtenir tous les coe-
cients jusqu'à un ordre indéterminé. Le nombre maximal de coecients calculés
dépend du nombre de vertex du modèle de forme.
Nous avons pu tester avec succès cette procédure sur des ellipsoïdes. En
eet, il est facile de construire des modèles de forme d'ellipsoïdes et ensuite
de comparer les résultats de nos calculs avec les coecients des harmoniques
sphériques calculés par les formules de Boyce (1997) :
C2l,2m =
3
R2l
l!(2l− 2m)!
22m(2l + 3)(2l+ 1)!
(2 − δ0m)
×
int( l−m2 )∑
i=0
(a2 − b2)m+2i[c2 − 12 (a2 + b2)]l−m−2i
16i(l −m− 2i)!(m+ i)!i! .
(2.8)
5. Le logiciel et sa documentation sont disponibles à l'adresse http://www.ipgp.fr/
~wieczor/SHTOOLS/SHTOOLS.html
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où a, b et c sont les demi-grands axes de l'ellipsoïde (avec a ≥ b ≥ c) et R
est son rayon moyen. Les coecients Cl,m avec l ou m impair, ainsi que les
coecients Sl,m pour l et m quelconques sont tous nuls.
2.5 Résonances
Dans cette thèse, nous serons confrontés à plusieurs types de résonances,
que nous énumérons ci-après. Pour chaque cas, nous considérons une résonance
k1 : k2 (avec k1 et k2 des petits entiers, premiers entre eux), c'est-à-dire que
les deux fréquences (ou périodes) considérées ont un rapport k1/k2 (ou k2/k1)
proche d'un rationnel. Nous utilisons les éléments orbitaux : a le demi-grand
axe, e l'excentricité, i l'inclinaison, Ω la longitude du n÷ud ascendant, ω l'ar-
gument du péricentre et M l'anomalie moyenne.
1. Les résonances gravitationnelles : un corps fait k1 rotations sur
lui-même pendant que son satellite fait k2 révolutions. C'est le cas par
exemple des orbites géostationnaires qui sont en résonance 1 : 1 avec la
Terre. Cette commensurabilité est une résonance si le corps central ne
présente pas de symétrie axiale. Son eet est une variation (de longue
période) du demi-grand axe du satellite et de l'angle résonant k1 λ− k2 φ
où λ est la longitude moyenne du satellite (=M +Ω+ω) et φ est l'angle
sidéral du corps central (= ν t+φ0 où ν est la vitesse de rotation du corps
central).
2. Les résonances spin-orbite : un corps fait k1 rotations sur lui-même
pendant qu'il fait k2 révolutions autour du corps central. L'angle réso-
nant s'écrit k1 λ− k2 φs où φs est l'angle sidéral du satellite. Un exemple
classique de cette résonance est la Lune qui est en résonance 1 : 1 (ce qui
explique le fait que la Lune présente toujours la même face à la Terre).
Mercure est quant à lui en résonance 3 : 2.
3. Les résonances en moyen mouvement : deux corps sont en rota-
tion autour d'un troisième. Le premier fait k1 révolutions autour du
corps central pendant que le deuxième en fait k2. L'angle résonant s'écrit
k1 n1 − k2 n2, où n1 et n2 sont les moyens mouvements des satellites
(liés aux demi-grands axes a1 et a2 par la troisième loi de Kepler :
ni =
√
GM/a3i où M est la masse du corps central). C'est cet eet
qui explique les lacunes de Kirkwood, c'est-à-dire les trous dans la cein-
ture principale d'astéroïdes aux demi-grands axes en résonance en moyen
mouvement avec Jupiter
6
.
6. Une résonance peut jouer un rôle de stabilisateur ou au contraire, de déstabilisateur.
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4. Les résonances séculaires (pour des orbites non kepleriennes) :
Ce sont des résonances entre des périodes très longues de deux corps, par
exemple la précession de leur n÷ud. On retrouve aussi des résonances
entre un angle dit rapide d'un corps en rotation lente et un angle dit lent
d'un corps en rotation rapide. C'est le cas par exemple de la résonance
d'évection qui a lieu lorsque le moyen mouvement d'un corps n1 est égal
à la fréquence du péricentre d'un second corps $˙2. Nous rencontrerons
cette résonance dans le chapitre 4 où le premier corps est un astéroïde et
le second est son satellite. Lorsque le rapport de ces fréquences est entier
mais diérent de 1 (k1n1 w k2$˙2), nous parlons de résonances de type
évection.
Deuxième partie
Les satellites d'astéroïdes
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Chapitre 3
Stabilité d'un petit corps en
rotation autour d'un astéroïde
ellipsoïdal
3.1 Introduction
Le système multiple le plus simple à étudier est le système composé d'un
astéroïde et de son satellite. Le premier satellite d'astéroïde découvert, Dactyl,
a par exemple été le sujet de plusieurs recherches. Des études de stabilité et
des simulations de mécanisme de capture ont été réalisées sur le cas Ida - Dac-
tyl par Giblin et al. (1998). Les auteurs concluaient à une capture de Dactyl
par Ida, suite à une collision "récente" (un dixième du temps de vie d'Ida).
Une étude en ce sens a été réalisée par Petit et al. (1997) et puis par Petit et
Lemaitre (1997). Les résonances gravitationnelles pourraient avoir joué un rôle
très important dans la dynamique à long terme du système binaire. La proba-
bilité de capture est maximale pour le cas 5 :1. Cependant, la modélisation du
système est terriblement complexe et peu de cas de simulations ont conduit à
une situation de stabilité non temporaire.
De nombreux travaux ont déjà été réalisés sur la stabilité des satellites d'as-
téroïdes en général. Des orbites planes autour d'un corps ellipsoïdal homogène
de demi-grand axe
√
2, 1 et 1/
√
2, en utilisant le potentiel intégral de Mac
Millan, ont été étudiées par Chauvineau et al. (1993). La méthode présentée
dans cet article est appliquée dans Vasilkova (2006) à un ellipsoïde de la forme
d'Ida et dans Vasilkova (2008) pour comparer la dynamique plane globale près
d'astéroïdes à rotation extrêmement lente (Mathilde) ou très rapide (Ida, Syl-
via). Dans Scheeres (1994), la dynamique d'un petit satellite en orbite autour
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d'un ellipsoïde triaxial est étudiée principalement de façon analytique. Des
conditions de stabilité pour les orbites autour d'ellipsoïdes, la stabilité linéaire
des points d'équilibre, et des applications à quelques astéroïdes sont présen-
tées. An d'étudier la dynamique autour d'astéroïdes ellipsoïdaux à rotation
constante, des modèles de forme réalistes de Eros et de Castalia (en utilisant
un développement en harmoniques sphériques) sont utilisés dans Scheeres et al.
(1996) et Scheeres D. J. (2000). Enn, dans Vasilkova (2005), des conditions
d'existence pour des orbites périodiques à trois dimensions dans le voisinage
des points d'équilibre d'un ellipsoïde triaxial allongé sont étudiés (avec une ap-
plication à un ellipsoïde proche de la forme d'Ida).
Dans ce chapitre, le primaire est approximé par un ellipsoïde homogène de
demi-axes d, b et c avec d ≥ b ≥ c 1. Nous tentons de détecter la présence et la
stabilité de résonances gravitationnelles par rapport à la forme de l'astéroïde.
Contrairement aux approches classiques où la forme du primaire est xée et la
distance astéroïde-satellite varie, nous xons cette distance et nous cherchons
des formes particulières du primaire donnant des orbites périodiques stables.
Plus précisément, nous identions les courbes de résonance dans le plan ( bd ,
c
d ).
Le potentiel intégral déni dans le chapitre 1 est utilisé, ainsi que le logiciel
NIMASTEP et l'indicateur de chaos MEGNO décrits au chapitre 2. Contraire-
ment à l'approche classique où le MEGNO est utilisé pour détecter les compor-
tements chaotiques, nous nous intéressons ici aux orbites extrêmement stables
avec des valeurs de l'indicateur plus petites que 2, tendant vers 0 avec le temps.
Dans les cartes de MEGNO, les zones de stabilité forment des courbes coniques
(ellipses ou hyperboles) dans le plan ( bd ,
c
d). Pour les astéroïdes à rotation lente,
ces courbes sont expliquées par un modèle analytique, basé sur une simplica-
tion du potentiel intégral. Nous obtenons des modèles de résonance à un degré
de liberté, paramétrés par l'excentricité et l'inclinaison. Notre approche est sur-
tout une étude académique puisque les situations que nous considérons ici ne
sont pas toutes réalistes (voir section suivante).
Les résultats présentés ici ont été réalisés en collaboration avec Anne Le-
maître et Nicolas Delsate et sont publiés dans Compère et al. (2012).
3.2 Sélection des cas étudiés
Nous choisissons un repère de référence dont l'origine est le centre de l'el-
lipsoïde avec l'axe x le long de d, l'axe y le long de b et l'axe z le long de c.
L'ellipsoïde tourne de façon constante autour de son axe le plus court. Au vu
de l'analyse des ordres de grandeur des perturbations agissant sur un système
1. Nous utilisons la notation d à la place de a pour réserver a au demi-grand axe de l'orbite
du satellite.
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semblable à Ida-Dactyl (voir section 2.3), nous ne tiendrons pas compte de l'in-
uence du Soleil et des planètes sur le satellite.
Lorsqu'on étudie la stabilité d'une masse ponctuelle orbitant autour d'un
ellipsoïde, plusieurs paramètres entrent en jeu : la longueur des axes de l'el-
lipsoïde, sa masse, sa vitesse de rotation et l'orbite initiale du satellite. Dans
cette section, nous allons discuter la valeur de ces paramètres.
L'astéroïde est modélisé par un ellipsoïde dont l'axe d est de 500 km et dont
la masse est xée à 1.047 × 1021 kg, ce qui correspond à une densité de masse
de 2 g/cm3 lorsque le corps primaire est une sphère. La densité de masse de
l'ellipsoïde en fonction des rapports de ses demi-axes
b
d et
c
d est présentée à la
gure 3.1. La densité de masse pour un astéroïde se situe entre
2
1 et 4 g/cm3.
Les astéroïdes que nous étudions ici ne sont donc réalistes que pour des valeurs
de b/d supérieures à environ 0.7 et c/d supérieures à environ 0.4. Remarquons
aussi que les types d'ellipsoïdes de la gure 3.1 (et des cartes de MEGNO dans
la suite) ne sont pas tous réalistes non plus. Les points en bas à gauche de la
carte correspondent à des "cigares", les points en bas à droite à des "assiettes"
et les points en haut à droite à des ellipsoïdes proches de sphères. De nouveau,
les cas les plus réalistes se situent dans le coin en haut à droite du graphique.
L'inclinaison initiale de l'orbite du satellite est inférieure à 90◦ et la vitesse
de rotation de l'ellipsoïde est positive, ce qui fait que l'orbite du satellite est
prograde. Les conditions initiales du satellite sont choisies proches d'une réso-
nance gravitationnelle stable. Pour la résonance 1 : 1 par exemple, en utilisant
les résultats de Scheeres (1994), nous savons que les équilibres potentiellement
stables (les équilibres centraux) sont situés dans la direction de l'axe b de l'ellip-
soïde (et tournent simultanément avec lui). Nous avons donc choisi de prendre
90◦ comme longitude moyenne initiale (la somme de l'anomalie moyenne, de la
longitude du n÷ud ascendant et de l'argument du péricentre). Notons que la
longitude moyenne est déterminée à partir de l'axe des x.
Nous cherchons aussi le type de l'ellipsoïde (toujours selon Scheeres (1994)) :
un ellipsoïde de type I est un ellipsoïde ayant des équilibres centraux stables,
tandis qu'un ellipsoïde de type II est un ellipsoïde ayant des équilibres centraux
instables. Nous calculons qu'un ellipsoïde, avec un axe d et une masse xée,
est de type I pour n'importe quelle valeur de b et c si sa vitesse de rotation est
plus petite qu'à peu près 1.3 × 10−4 rad/sec, c'est-à-dire sa période de rotation
est supérieure à 13.43 heures. Attention, cela ne signie pas que les ellipsoïdes
ayant une période de rotation inférieure à cette limite sont de type II, mais
seulement que, au-dessus de cette limite, nous sommes sûrs qu'ils sont de type
I.
2. (253) Mathilde a par exemple une densité de masse d'environ 1.3 g/cm3 et (4) Vesta
d'environ 3.7 g/cm3.
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Figure 3.1  Densité de masse (en g/cm3) des ellipsoïdes en fonction des
rapports de leur demi-axes. La masse est xée à 1.047 × 1021 kg. La légende
de couleur est bornée par 10 pour mettre en évidence les cas réalistes.
De plus, Vasilkova (2008) a montré que le mouvement d'un satellite autour
d'un astéroïde en rotation est réellement dépendant de la vitesse de rotation
de l'astéroïde. Par exemple, des zones de mouvements réguliers peuvent dispa-
raître et des zones de chaos peuvent apparaître lorsqu'on passe d'un astéroïde
en rotation lente (avec une période d'environ 40 heures) à un astéroïde en ro-
tation rapide (avec une période d'environ 5 heures).
À la gure 3.2, la localisation de quelques résonances gravitationnelles du
problème des deux corps est présentée. Un astéroïde rubble-pile
3
doit avoir
une période de rotation supérieure à 2.2 h (voir Pravec et al. 2006). Cette li-
mite est indiquée sur la gure 3.2. Sur cette gure, nous avons aussi ajouté
la limite pour les ellipsoïdes de type I comme calculé précédemment. De plus,
Chauvineau et al. (1993) ont obtenu que, pour leur modèle particulier (avec
des rapports entre les axes de
√
2 : 1 : 1√
2
), les eets de la non-sphéricité de
l'astéroïde sont en général négligeables pour des distances supérieures à environ
dix fois la taille du primaire, quelle que soit sa vitesse de rotation. Cette limite
est aussi ajoutée à la gure 3.2 pour information. Finalement, les diamants
représentent les cas de résonances qui seront présentés dans la section suivante
(résonances 1 : 1 et 2 : 1).
Le rayon de Hill d'un astéroïde de cette masse situé à la même distance du
Soleil que l'astéroïde (243) Ida (donc dans la ceinture principale) est d'environ
3. Un astéroïde rubble-pile est un astéroïde composé de nombreux morceaux de roches
qui se sont assemblés sous l'inuence de la gravité.
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Figure 3.2  Localisation de quelques résonances gravitationnelles dans le
problème des deux corps. L'abscisse est le demi-grand axe du satellite divisé par
l'axe d de l'astéroïde et l'ordonnée est la période de rotation de l'astéroïde. De
plus, les limites pour l'existence d'un astéroïde rubble-pile, pour un ellipsoïde
de type I et pour l'inuence de la non-sphéricité de l'astéroïde (déterminé
par Chauvineau et al. (1993)) sont tracées. Les diamants correspondent aux
simulations présentées dans la section suivante.
240 000 km. Ce rayon normalisé par d est d'environ 480. Cela signie que les
orbites considérées dans ce chapitre sont profondément à l'intérieur de la sphère
de Hill de l'astéroïde.
3.3 Simulations
Nous utilisons le logiciel NIMASTEP avec un intégrateur Runge-Kutta-
Fehlberg d'ordre 4 à pas variable et une précision relative de 10−12 à chaque
pas
4
. Les valeurs du MEGNO qui tendent vers l'inni sont coupées à 3 an
de bien distinguer les structures. Les orbites avec un MEGNO de valeur 3 sont
4. Cet intégrateur nous semble être le meilleur compromis entre précision et vitesse pour
cette étude. De plus, Benettin et al. (1980) a démontré que tant qu'une certaine précision
minimale dans le calcul de l'orbite est préservée, l'exposant maximal de Lyapunov est calculé
précisément. Cela est donc logiquement vrai aussi pour le MEGNO. Il n'est donc pas essentiel
d'utiliser un intégrateur plus précis ou un intégrateur symplectique.
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donc considérées comme chaotiques.
Pour les gures, nous considérons des valeurs xes pour la masse de l'ellip-
soïde, pour sa vitesse de rotation, pour son axe d, ainsi que pour les conditions
initiales du satellite. Les deux autres axes b et c de l'ellipsoïde varient. Les
cartes présentées dans ce chapitre ont comme axes
b
d et
c
d et chaque point de la
carte (composée de 100 x 100 points) correspond à une orbite spécique. Trois
cartes de MEGNO sont présentées aux gures 3.3, 3.4 et 3.5.
Les temps d'intégration pour ces cartes sont choisis de façon à ce que les
structures soient bien visibles (50 ou 100 ans). La valeur du MEGNO d'orbites
proches d'une résonance converge plus lentement vers 2 que les autres orbites.
Ceci explique pourquoi certains points ont un MEGNO d'une valeur entre 0 et
2. Si nous intégrons ces orbites sur une plus longue période, le MEGNO sera
égal à 2 et seules les orbites résonantes auront un MEGNO égal à 0 (Valk et al.,
2009). Mais dans ce cas, la structure serait trop ne pour être distinguée sur la
carte. C'est pourquoi nous arrêtons nos simulations avant que le MEGNO n'ait
atteint sa valeur nale. Nous devons donc considérer que la structure résonante
est plus mince que ce que nous voyons sur les cartes de MEGNO.
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Figure 3.3  Carte de MEGNO de la résonance 1 : 1 avec i0 = 0
◦
et e0 = 0.
La période de rotation du primaire est de 43.63 h et le demi-grand axe initial
de l'orbite est a0 = 3521.616 km. Les angles initiaux sont Ω0 = ω0 = 0
◦
et
M0 = 90
◦
. Le temps d'intégration est de 100 ans.
Sur les gures 3.3, 3.4 et 3.5, nous repérons des structures ressemblant à des
hyperboles. En fait, sur les gures 3.3 et 3.4, les orbites stables dans la structure
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Figure 3.4  Carte de MEGNO de la résonance 1 : 1 avec i0 = 0
◦
et e0 = 0.15.
La période de rotation du primaire est de 18.67 h et le demi-grand axe initial de
l'orbite est a0 = 2000 km. Les angles initiaux sont Ω0 = ω0 = 0
◦
et M0 = 90
◦
.
Le temps d'intégration est de 50 ans. Les valeurs du MEGNO sont limitées à
3 pour distinguer correctement les structures.
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Figure 3.5  Carte de MEGNO de la résonance 2 : 1 avec i0 = 0
◦
et e0 = 0.45.
La période de rotation du primaire est de 99.733 h et le demi-grand axe initial
de l'orbite est a0 = 9700.108 km. Les angles initiaux sont Ω0 = M0 = 0
◦
et
ω0 = 90
◦
. Le temps d'intégration est de 100 ans.
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sont vraiment proches d'une orbite périodique correspondant à une résonance
gravitationnelle 1 : 1, c'est-à-dire que la période de rotation de l'ellipsoïde sur
lui-même est égale à la période orbitale de la masse ponctuelle. La gure 3.3
correspond à un ellipsoïde tournant lentement alors que la gure 3.4 correspond
à un ellipsoïde plus rapide. Comme expliqué dans la section précédente, Vasil-
kova (2008) a montré que des mouvements chaotiques apparaissent lorsque la
vitesse de rotation de l'ellipsoïde augmente (gures 3.3 et 3.4). À la gure 3.5,
la structure correspond à une résonance 2 : 1, c'est-à-dire la période orbitale du
satellite est deux fois plus grande que la période de rotation de l'ellipsoïde sur
lui-même. Notons que ces structures ne sont pas liées aux ellipsoïdes de Jacobi
(voir Chandrasekhar 1969).
Ces cartes montrent que l'indicateur de chaos MEGNO est bien adapté
pour détecter des orbites périodiques stables résonantes et pas seulement des
mouvements chaotiques. Cela montre aussi que les courbes de résonance dans
les cartes ( bd ,
c
d) présentent une géométrie particulière. Nous avons vérié grâce
à l'analyse en fréquence (en plus court FMA ou encore NAFF) de Laskar (1990,
1993, 1999) que ces courbes correspondaient bien à ces résonances. Les résultats
sont identiques aux cartes de MEGNO. Les prochaines sections sont dédiées à
l'explication de l'origine et de la structure de ces courbes. Puisque nous nous
intéressons aux orbites périodiques stables et pas aux orbites chaotiques, nous
considérons uniquement des astéroïdes à rotation faible pour éviter les zones
chaotiques.
3.4 Un modèle simplié pour le potentiel
An de comprendre les structures, une formulation explicite du potentiel
est nécessaire. Nous proposons un développement simple de ce potentiel par
rapport aux deux paramètres
h
λ1
et
k
λ1
(où h et k sont dénis à l'équation
(1.8) et λ1, la première coordonnée elliptique du satellite, est dénie à la sec-
tion 1.2). Ces paramètres, de l'ordre de grandeur de
h
R et
k
R , sont petits pour
des orbites du secondaire raisonnablement éloignées du primaire. Ce développe-
ment n'est autre qu'une troncature du potentiel après les premiers harmoniques
J2 et C22. Nous préférons cette formulation en
h
R et
k
R à d'autres formulations
parce qu'elle est directement connectée à la distance à la sphère et à la distance
entre le satellite et l'astéroïde et peut donc être modiée par ces deux quantités.
Introduisons les coordonnées x1, x2 et x3 correspondant à la position du
petit corps dans le repère tournant lié à l'ellipsoïde. Les axes sont ceux de l'el-
lipsoïde et l'origine est le centre de masse de l'astéroïde.
Nous réécrivons le potentiel V donné par l'équation (1.11) :
V (x1, x2, x3) = −3
2
µ (I1 − x21 I2 − x22 I3 − x23 I4) (3.1)
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avec
I1 =
∫ +∞
λ1
(s2 − h2)− 12 (s2 − k2)− 12 ds (3.2)
I2 =
∫ +∞
λ1
(s2 − h2)− 12 (s2 − k2)− 12 s−2 ds (3.3)
I3 =
∫ +∞
λ1
(s2 − h2)− 32 (s2 − k2)− 12 ds (3.4)
I4 =
∫ +∞
λ1
(s2 − h2)− 12 (s2 − k2)− 32 ds. (3.5)
On considère que
h
s et
k
s sont petits. Nous développons donc les intégrales Ij
en fonction de ces petites quantités :
I1 ' S2 + 1
2
(h2 + k2)S4 (3.6)
I2 ' S4 + 1
2
(h2 + k2)S6 (3.7)
I3 ' S4 + 1
2
(3h2 + k2)S6 (3.8)
I4 ' S4 + 1
2
(h2 + 3k2)S6 (3.9)
avec S2 =
1
λ1
, S4 =
1
3λ31
et S6 =
1
5λ51
. λ1 est donné par (1.9) et peut être calculé
avec la même précision que les intégrales :
λ1 ' R
2
(
2 +
x22h
2
R4
+
x23k
2
R4
)
, (3.10)
avec R2 = x21+x
2
2+x
2
3. Après quelques manipulations et troncatures, le modèle
simplié s'écrit :
V (x1, x2, x3) ' − µ
R
− µ
10R3
(h2 + k2) +
3µ
10R5
(x22 h
2 + x23 k
2). (3.11)
Introduisons maintenant un autre repère de référence, xe cette fois-ci, et
notons (x, y, z) les coordonnées du petit corps dans ce repère. Nous supposons
que l'ellipsoïde est en rotation autour de son plus petit axe avec une vitesse de
rotation constante ν. La relation entre (x1, x2, x3) et (x, y, z) est donnée par :

x1 = x cosφ+ y sinφ
x2 = −x sinφ+ y cosφ
x3 = z
(3.12)
avec φ = νt+ φ0, l'angle sidéral de l'ellipsoïde.
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La formulation Hamiltonienne pour la dynamique du petit corps est :
H = − µ
2a
+ U(x, y, z) (3.13)
où a est le demi-grand axe et
U(x, y, z) = V (x1, x2, x3) + µ
R
,
' − µ
10R3
(h2 + k2) +
3µ
10R5
(
(−x sinφ+ y cosφ)2 h2 + z2 k2
)
.
(3.14)
An de garder un système autonome, nous considérons φ comme une nou-
velle variable et nous lui associons un moment Φ dans l'Hamiltonien, noté
maintenant H :
H = − µ
2a
+ ν Φ+ U(x, y, z, φ). (3.15)
Nous écrivons à présent les coordonnées (x, y, z) en fonction des éléments
orbitaux du satellite : a le demi-grand axe, e l'excentricité, i l'inclinaison, Ω
la longitude du n÷ud ascendant, ω l'argument du péricentre et f l'anomalie
vraie :

x = R
(
cos (ω + f) cosΩ − cos i sin(ω + f) sinΩ
)
,
y = R
(
cos (ω + f) sinΩ + cos i sin(ω + f) cosΩ
)
,
z = R sin i sin (ω + f).
(3.16)
En utilisant le fait que :
R =
a(1− e2)
1 + e cos f
, (3.17)
et en dénissant :
X =
(1 + e cos f)3
(1 − e2)3 , (3.18)
η =
x2
R
= cos (ω + f) sin (Ω− φ) + cos i sin (ω + f) cos (Ω− φ),(3.19)
ζ =
x3
R
= sin i sin (ω + f), (3.20)
H est exprimé en fonction des éléments orbitaux par :
H = − µ
2a
+ ν Φ− µ
10 a3
X (h2 + k2) +
3µ
10 a3
X (η2 h2 + ζ2k2). (3.21)
Les trois quantités X , η et ζ sont exprimées en fonction de e et M , l'anomalie
moyenne, jusqu'à un certain ordre par les formules classiques.
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Nous associons enn à H le jeu de variables et moments canoniques de
Delaunay :
M = anomalie moyenne L =
√
µa,
ω = argument du péricentre G =
√
µa(1− e2),
Ω = n÷ud ascendant H =
√
µa(1− e2) cos i,
φ = νt+ φ0 Φ.
(3.22)
Le développement (3.21) est particularisé pour les résonances 1 : 1 et 2 : 1
dans les sections suivantes. Il n'est pas adapté à la résonance 5 : 1 du système
Ida-Dactyl parce qu'il ne possède pas les coecients des harmoniques sphé-
riques impairs (en particulier ceux de degré 5).
Comparons à présent les résultats obtenus par le potentiel simplié (3.11)
aux résultats obtenus avec le potentiel complet (1.11). La gure 3.6 présente
des cartes de MEGNO réalisées avec ces deux potentiels. Les cartes supérieures
correspondent à un satellite en révolution autour d'un astéroïde à rotation lente
et les cartes inférieures à un satellite plus proche tournant autour d'un asté-
roïde à rotation rapide (tous les deux en résonance 1 : 1). Les résultats sont
relativement similaires dans les deux cas, surtout pour les cartes supérieures
(parce que le satellite est plus loin). La table 3.1 présente les erreurs relatives
moyennes sur la distance entre le centre de l'ellipsoïde et le satellite et sur la
valeur nale du MEGNO pour les simulations faites avec les potentiels complet
et simplié en quelques points de la résonance 1 : 1 d'un astéroïde en rotation
lente. Même si nous observons une décience du modèle simplié, surtout pour
des ellipsoïdes très allongés (b = c = 250 km et b = 250 km, c = 125 km), les
cartes de la gure 3.6 montrent que, qualitativement, le modèle est cohérent
5
.
En termes de temps d'exécution, les simulations obtenues avec le potentiel sim-
plié sont de 3.5 à 4 fois plus rapides que celles faites avec le potentiel complet.
Dans la suite, nous présenterons des cartes de MEGNO réalisées avec le
potentiel complet (1.11) et nous identierons sur celles-ci les courbes calculées
grâce au potentiel simplié.
3.5 La résonance 1 : 1
La première résonance que nous allons analyser est le cas synchrone (équi-
valent à une orbite géostationnaire) ; introduisons l'angle résonant σ = M +
5. L'évaluation des erreurs maximales commises sur la valeur nale du MEGNO entre
ces cartes ne donne pas de résultats exploitables. En eet, le MEGNO ne converge pas vers
2 pour les orbites entourant la résonance avec la même rapidité pour les deux potentiels.
Cela signie que des orbites proches du centre de la résonance peuvent avoir des valeurs du
MEGNO encore très faibles (proches de 0) avec un modèle et plus proche de 2 avec l'autre
modèle. Ceci pourrait être évité en intégrant jusqu'à la convergence vers 2 du MEGNO pour
toutes les orbites non-périodiques.
52 Chapitre 3 : Stabilité d'un satellite d'astéroïde
Figure 3.6  Carte de MEGNO obtenues en utilisant (1.11) pour les cartes de
gauche et (3.11) pour les cartes de droite. Les cartes supérieures correspondent
à la résonance 1 : 1 avec i0 = 0
◦
et e0 = 0.15. La période de rotation du
primaire sur lui-même est de 43.63 h et le demi-grand axe initial de l'orbite
du satellite est a0 = 3521.616 km. Le temps d'intégration est de 100 ans. Les
cartes inférieures correspondent à la résonance 1 : 1 avec i0 = 0
◦
et e0 = 0.15.
La période de rotation du primaire sur lui-même est de 18.67 h et le demi-grand
axe initial de l'orbite du satellite est a0 = 2000 km. Le temps d'intégration est
de 50 ans. Pour toutes les simulations, les angles initiaux sont Ω0 = ω0 = 0
◦
et
M0 = 90
◦
.
ω+Ω−φ. Nous utilisons les variables de Poincaré en appliquant le changement
de variables suivant :
σ = M + ω +Ω− φ L
p = −ω − Ω S = L−G
q = −Ω T = G−H
φ λ = Φ+ L.
(3.23)
Nous obtenons un Hamiltonien à 4 degrés de liberté. Nous moyennisons sur
la variable rapide φ an d'obtenir un Hamiltonien à 3 degrés de liberté H¯ en
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Table 3.1  Erreurs relatives moyennes sur la distance entre le centre de l'el-
lipsoïde et le satellite et sur le MEGNO de tests numériques comparant le po-
tentiel complet au potentiel simplié (avec un intégrateur Runge-Kutta d'ordre
4 à pas xe). La période de rotation de l'astéroïde est de 43.633 h, le temps
d'intégration est de 10 ans et les conditions initiales sont a0 = 3521.616 km,
e0 = 0.0, i0 = 45
◦
, Ω0 = ω0 = 0
◦
et M0 = 90
◦
.
Erreur relative moyenne sur
b c Distance MEGNO nal
(km) (km)
500 450 5.8855 × 10−5 2.5946 × 10−6
500 250 1.2897 × 10−4 4.3630 × 10−4
500 125 2.3951 × 10−4 7.9701 × 10−3
250 250 6.7298 × 10−3 4.1714 × 10−2
125 125 9.7532 × 10−3 4.2841 × 10−2
les variables σ¯, p¯, q¯ et moments L¯, S¯, T¯ (le terme constant contenant λ¯ est
éliminé) :
H¯(σ¯, p¯, q¯, L¯, S¯, T¯ ) = − µ
2
2L¯2
− ν L¯− µ
4
10 L¯6
X¯ (h2 + k2) +
3µ4
10 L¯6
(A¯h2 + B¯k2).
(3.24)
La fonction X¯ dépend de e¯ (ce qui signie de L¯ et S¯) ; par exemple, pour un
développement du second ordre en excentricité, elle vaut simplement 1 + 32 e¯
2
.
Les fonctions A¯ et B¯ correspondent aux valeurs moyennes de X η2 et X ζ2 ;
elles dépendent toutes les deux de e¯ et i¯ (ce qui signie de L¯, S¯ et T¯ ) et A¯
dépend de trois angles σ¯, p¯ et q¯. La dépendance angulaire en A¯ peut être ex-
primée comme une somme de cosinus de la forme : cos (2iσ¯ ± 2jp¯± 2kq¯), les
entiers i, j et k variant de 0 à une fonction de l'ordre de troncature en excentri-
cité choisi. Les barres dans les variables moyennisées seront omises dans la suite.
Nous allons à présent analyser trois cas simples : le cas équatorial circulaire
(e = 0 et i = 0◦), le cas circulaire (e = 0) et le cas équatorial (i = 0◦).
3.5.1 Le cas équatorial circulaire
Si nous considérons e = 0 et i = 0◦, les fonctions X¯, A¯ et B¯ sont réduites
à :
X¯ = 1, (3.25)
A¯ =
1
2
− 1
2
cos 2σ, (3.26)
B¯ = 0. (3.27)
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Les angles p et q ont disparu et l'Hamiltonien résultant est une fonction à 1
degré de liberté similaire à un pendule en résonance :
H¯(σ, L) = − µ
2
2L2
− ν L+ µ
4
20L6
(h2 − 2k2)− 3µ
4
20L6
h2 cos 2σ. (3.28)
Les équilibres sont donnés par les deux équations aux dérivées partielles sui-
vantes :
∂H¯
∂σ
= 0,
∂H¯
∂L
= 0. (3.29)
La dérivée par rapport à l'angle σ implique que sin 2σ = 0, ce qui signie que
cos 2σ = ±1, et la dérivée par rapport au moment L donne :
µ2
L3
− ν + 3µ
4
10L7
(2 k2 − h2 ± 3 h2) = 0, (3.30)
c'est-à-dire , avec n = µ
2
L3 le moyen mouvement,
n− ν + 3µ
4
5L7
(k2 + h2) = 0, (3.31)
et :
n− ν + 3µ
4
5L7
(k2 − 2 h2) = 0. (3.32)
Deux interprétations des équations (3.31) et (3.32) sont possibles : la réso-
nance exacte n = ν est atteinte seulement pour certaines formes particulières
de l'ellipsoïde satisfaisant k2 = 2h2 ou, pour n'importe quelle forme, la position
de la résonance exacte correspond à une valeur translatée du demi-grand axe.
Cette translation dépend des paramètres h et k, et donc de b et c. Un exemple
de cette translation est présenté à la gure 3.7 pour diérentes valeurs de
b
d et
c
d (en utilisant (3.32)). Notons que la résonance 1 : 1, dans le cas sphérique, ne
joue pas un grand rôle dans le mouvement du satellite (ce n'est pas vraiment
une résonance mais seulement une commensurabilité), mais est présentée ici
comme une référence.
Les courbes (3.31) et (3.32), avec n = ν, correspondent à
b2
d2
+
c2
d2
= 2 (3.33)
et
2
b2
d2
− c
2
d2
= 1. (3.34)
Les deux courbes contiennent le cas sphérique (d = b = c). L'équilibre (3.33)
représente des équilibres linéairement instables (appelés points hyperboliques
dans Scheeres (1994)) et correspond à une ellipse en dehors des limites des
cartes, à savoir 0 ≤ bd ≤ 1 et 0 ≤ cd ≤ 1. L'équilibre (3.34) représente les
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Figure 3.7  Translation du demi-grand axe a (normalisé par d) du satellite
par rapport à la valeur de la période de rotation et à
b
d et
c
d pour la résonance
1 : 1 dans le cas équatorial circulaire (équation (3.32)).
points d'équilibre centraux et correspond à la courbe visible sur la gure 3.8.
Le pied de l'hyperbole (l'intersection de l'hyperbole avec l'axe
b
d) est situé à
b
d =
1√
2
' 0.707. Remarquons que les points d'équilibre centraux correspondent
à cos(2σ) = −1, c'est-à-dire λ−φ = pi2 +kpi et sont stables sur nos gures parce
que les ellipsoïdes sont de type I.
La gure 3.9 présente la diérence entre les valeurs maximales et minimales
de l'angle résonant σ par rapport à la valeur de bd , avec
c
d xé à 0.2, pour
la résonance 1 : 1 dans le cas équatorial circulaire. Nous pouvons voir que,
lorsque
b
d ' 0.72, cette diérence est nulle, ce qui signie que l'angle résonant
est constant. Nous concluons grâce à ce graphe (et ça a été conrmé par des tests
numériques) que l'angle σ est en libration pour des valeurs de bd plus petites
qu'à peu près 0.999. Cela signie que, sur la ligne horizontale de la gure 3.8
dénie par
c
d = 0.2, presque tous les points correspondent à des orbites en
résonance 1 : 1 stables. L'hyperbole correspond au centre de la résonance.
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Figure 3.8  Carte de MEGNO de la résonance 1 : 1 avec i0 = 0
◦
et e0 = 0.
La période de rotation du primaire est de 43.63 h et le demi-grand axe initial
de l'orbite est a0 = 3521.616 km. Le temps d'intégration est de 100 ans. Les
angles initiaux sont Ω0 = ω0 = 0
◦
etM0 = 90
◦
. La ligne en pointillé correspond
à la prévision analytique de la courbe (3.34).
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Figure 3.9  Diérence entre les valeurs maximale et minimale de l'angle
résonant σ par rapport à la valeur de bd , avec
c
d xée à 0.2, pour la résonance
1 : 1 dans le cas équatorial circulaire. Les conditions initiales sont les mêmes
que pour la gure 3.8 et le temps d'intégration est de 50 ans. Notons que la
période de l'angle σ est plus petite que 0.5 ans pour tous les points.
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3.5.2 Le cas circulaire
Si nous réintroduisons l'inclinaison i dans les fonctions X¯, A¯ et B¯ (en sup-
posant de nouveau que e = 0), elles deviennent :
X¯ = 1, (3.35)
A¯ = (
3
8
+
1
8
cos 2i)− ( 3
16
+
1
4
cos i+
1
16
cos 2i) cos 2σ, (3.36)
B¯ =
1
4
− 1
4
cos 2i. (3.37)
L'Hamiltonien résultant est une fonction à 1 degré de liberté similaire à un
pendule en résonance :
H¯(σ, L) = − µ
2
2L2
− ν L− µ
4
10L6
(h2 + k2)− 3µ
4
10L6
(A¯ h2 + B¯ k2) (3.38)
où cos i = 1− TL , cos 2i = 1− 4TL + 2T
2
L2 et T est une constante.
Les équilibres apparaissent de nouveau lorsque sin 2σ = 0 ou cos 2σ = ±1,
et la dérivée par rapport au moment L donne :
n−ν + 3µ
4
80L7
(
4 (2 k2−h2) (1−cos i+2 cos 2i)± 3 h2 (3+4 cos i+cos 2i)
)
= 0,
(3.39)
c'est-à-dire :
n−ν + 3µ
4
80L7
(
h2(5+16 cos i−5 cos2i)+8 k2 (1−cos i+2 cos 2i)
)
= 0 (3.40)
et :
n− ν + 3µ
4
80L7
(
h2(−13− 8 cos i− 11 cos 2i) + 8 k2 (1− cos i+ 2 cos 2i)
)
= 0.
(3.41)
La résonance exacte n = ν est atteinte pour des formes particulières d'ellip-
soïde satisfaisant (3.40) ou (3.41). La courbe (3.40), obtenue avec cos 2σ = 1,
correspond aux points hyperboliques qui sont instables et non visibles dans
notre domaine (0 ≤ cd ≤ bd ≤ 1). La courbe (3.41), obtenue avec cos 2σ = −1,
correspond aux équilibres centraux stables et se trouve dans le plan ( bd ,
c
d ) :
5+16 cos i−5 cos2i = (13+8 cos i+11 cos 2i)
( b
d
)2
−8(1− cos i+2 cos 2i)
( c
d
)2
.
(3.42)
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Cette courbe dépend de la valeur de l'inclinaison (les valeurs critiques données
ici sont des valeurs approchées) :
 pour 0◦ ≤ i ≤ 50◦, la courbe est une hyperbole gauche - droite dont la
partie droite a une intersection avec l'axe
b
d , que l'on appellera le pied,
augmentant avec l'inclinaison selon :
u =
√
5 + 16 cos i− 5 cos 2i
13 + 8 cos i+ 11 cos 2i
. (3.43)
Les valeurs de ce pied sont tracées sur la gure 3.10.
 pour 50◦ ≤ i ≤ 113◦, la courbe est une ellipse (en dehors du domaine).
 pour 113◦ ≤ i ≤ 118◦, la courbe est une hyperbole gauche - droite avec
la même intersection qu'au-dessus.
 pour 118◦ ≤ i ≤ 180◦, la courbe est une hyperbole haut - bas (en dehors
du domaine).
0 11.25 22.5 33.75 450.7
0.75
0.8
0.85
0.9
0.95
u
inclinaison (deg)
Figure 3.10  Tracé du pied u de l'hyperbole (3.42) donné par (3.43) dans le
cas de la résonance 1 : 1 avec e = 0.
Les quatre cas illustrés sur la gure 3.11 sont obtenus respectivement avec
i0 = 0
◦
, 11.25◦, 22.5◦ et 33.75◦. Comme vous pouvez le voir, les courbes précé-
dentes (3.42) épousent bien la résonance, spécialement pour de faibles valeurs
de l'inclinaison.
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Figure 3.11  Cartes de MEGNO de la résonance 1 : 1 avec respectivement
i0 = 0
◦
, 11.25◦, 22.5◦ et 33.75◦. La période de rotation du primaire vaut 43.63
h et le demi-grand axe initial de l'orbite est a0 = 3521.616 km. Les angles
initiaux sont Ω0 = ω0 = 0
◦
etM0 = 90
◦
. Le temps d'intégration est 100 ans et
la ligne en pointillé correspond à la prévision analytique de la courbe (3.42).
3.5.3 Le cas équatorial
Si nous reprenons l'équation (3.24), en considérant que i = 0◦, nous obte-
nons un Hamiltonien à 1 degré de liberté :
H¯(σ, L) = − µ
2
2L2
− ν L− µ
4
10L6
X¯ (h2 + k2)− 3µ
4
10L6
(A¯ h2 + B¯ k2) (3.44)
avec :
X¯ = 1 +
3
2
e2, (3.45)
A¯ =
1
2
− 1
2
cos 2σ + e2
(
3
4
+
5
4
cos 2σ
)
, (3.46)
B¯ = 0, (3.47)
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où e2 ' 2SL et S est une constante.
Les équilibres apparaissent de nouveau pour cos 2σ = ±1 et la dérivée par
rapport au moment L donne :
n− ν + 3µ
4
20L7
(
h2(4− 21e2) + k2 (4 + 7e2)
)
= 0 (3.48)
et
n− ν + 3µ
4
20L7
(
2h2(−4 + 7e2) + k2 (4 + 7e2)
)
= 0 (3.49)
La courbe (3.48) est un équilibre instable non visible dans notre domaine
(0 ≤ cd ≤ bd ≤ 1). La courbe (3.49) dépend de la valeur de l'excentricité.
Appelons e1 et e2 les valeurs de l'excentricité (e1 < e2) dénies par :
−4 + 21 e21 = 0 et − 4 + 7 e22 = 0, (3.50)
c'est-à-dire e1 = 0.436 et e2 = 0.756. La courbe (3.49), obtenue avec cos 2σ =
−1 et tracée sur la gure 3.12, correspond à :
 une hyperbole gauche - droite avec une intersection avec l'axe
b
d diminuant
avec l'excentricité selon :
b
d
=
√
−4 + 21 e2
−8 + 14 e2 (3.51)
si e ≤ e1,
 une hyperbole haut - bas (en dehors du domaine) si e1 ≤ e ≤ e2,
 une ellipse (en dehors du domaine) si e ≥ e2.
Sur la gure 3.13, des cartes de MEGNO sont présentées pour diérentes
valeurs de l'excentricité (e0 = 0.15, 0.20, 0.25, 0.30, 0.35 et 0.40). Nous voyons
clairement la transition depuis l'hyperbole gauche - droite (avec un pied se dé-
plaçant vers la gauche) vers l'hyperbole haut - bas surtout visible dans les deux
dernières cartes. Le passage de l'hyperbole gauche - droite à l'hyperbole haut -
bas ne se passe pas exactement quand e0 = e1.
Ceci peut s'expliquer par le fait que notre modèle a été tronqué à l'ordre
2 en excentricité et en degré et ordre du développement en harmoniques sphé-
riques. Cependant, ce modèle, facile à manipuler, est utile an d'expliquer la
nature des courbes de la gure 3.13 et leur disparition pour certaines valeurs
de l'excentricité.
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Figure 3.12  Courbe (3.49) pour diérentes valeurs de l'excentricité e.
Figure 3.13  Cartes de MEGNO de la résonance 1 : 1 avec i0 = 0
◦
et de
gauche à droite, de haut en bas, e0 = 0.15, 0.20, 0.25, 0.30, 0.35 et 0.40. La
période de rotation du primaire vaut 43.63 h et le demi-grand axe initial de
l'orbite est a0 = 3521.616 km. Les angles initiaux sont Ω0 = ω0 = 0
◦
et
M0 = 90
◦
. Le temps d'intégration est de 100 ans.
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3.6 La résonance 2 : 1
3.6.1 Équilibres de la résonance 2 : 1
Considérons maintenant la résonance 2 : 1, ce qui signie que le satellite
orbite autour de l'astéroïde avec une période orbitale double de la période de
spin de l'astéroïde (l'équivalent d'une orbite autour de la Terre d'une période
de 48 heures).
An de connaître les limites de notre modèle pour cette résonance, nous
identions les coecients du développement en harmoniques sphériques concer-
nés. Le potentiel gravitationnel, développé en harmoniques sphériques, (1.6)
s'écrit aussi à l'aide des éléments orbitaux (a, e, i,Ω, ω,M) et du temps sidéral
θ (Kaula, 1966) :
V = −GM
r
+
+∞∑
n=2
n∑
m=0
n∑
p=0
+∞∑
q=−∞
GM
a
(
R0
a
)n
Fnmp(i)Gnpq(e)Snmpq(Ω, ω,M, θ),
où les fonctions Snmpq(Ω, ω,M, θ) dépendent des coecients Cn,m et Sn,m,
Fnmp(i) est la fonction d'inclinaison et Gnpq(e) est la fonction d'excentricité.
Ces fonctions sont dénies en détail dans (Kaula, 1966) et dans (Delsate, 2011).
La résonance gravitationnelle 2 : 1 apparaît pour la première fois dans le déve-
loppement en harmoniques pour des orbites circulaires avec les coecients C41
et C42 et pour des orbites elliptiques avec e C31, e C32 ou e
2 C22. Le potentiel
de Mac Millan contient seulement C42 et C22 et notre modèle simplié seule-
ment C22. Cette analyse n'est donc valide que pour un astéroïde avec de petits
coecients C41, C31 et C32 (ce qui est souvent le cas) et pour C42 ≤ e2 C22, ce
qui est raisonnable pour des excentricités jusqu'à environ 0.3.
Nous introduisons l'angle résonant σ = M +ω+Ω− 12φ et nous appliquons
le changement de variables canonique :
σ = M + ω +Ω− 12φ L
p = −ω − Ω S = L−G
q = −Ω T = G−H
φ = ν t+ φ0 λ = Φ+
1
2 L
(3.52)
Nous obtenons de nouveau un Hamiltonien à 4 degrés de liberté et nous
moyennisons sur la variable rapide φ an d'obtenir un Hamiltonien moyennisé à
3 degrés de liberté H¯ (le terme constant contenant λ¯ est enlevé). L'Hamiltonien
a l'expression :
H¯(σ¯, q¯, p¯, L¯, T¯ , S¯) = − µ
2
2L¯2
− ν L¯
2
− µ
4
10 L¯6
X¯ (h2 + k2) +
3µ4
10 L¯6
(A¯h2 + B¯k2),
(3.53)
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où les fonctions A¯ et B¯ correspondent, comme précédemment, aux valeurs
moyennes de X η2 et X ζ2.
Dans le cas général, les équilibres correspondants sont donnés par les six
équations aux dérivées partielles :
∂H¯
∂σ¯
= 0 ,
∂H¯
∂q¯
= 0 ,
∂H¯
∂p¯
= 0, (3.54)
∂H¯
∂L¯
= 0 ,
∂H¯
∂T¯
= 0 ,
∂H¯
∂S¯
= 0. (3.55)
Les barres sur les variables moyennisées seront omises dans la suite. Les
trois dérivées par rapport aux angles (3.54) montrent que les équilibres appa-
raissent lorsque sin 2σ = 0, sin 2q = 0 et sin 2p = 0. Analysons à présent un cas
particulier pour lequel le modèle devient plus simple.
3.6.2 Le cas tronqué équatorial
Dans notre modèle simplié, la résonance 2 : 1 n'est pas présente dans
le cas tronqué circulaire ; tronquons alors l'Hamiltonien au second ordre de
l'excentricité. Dans ce cas, les fonctions X¯, A¯ et B¯ sont données par :
X¯ = 1 +
3
2
e2, (3.56)
A¯ =
3
8
+
1
8
cos 2i+
9
16
e2 +
3
16
e2 cos 2i− 51
32
e2 cos (2p+ 4σ)
−17
8
e2 cos i cos (2p+ 4σ)− 17
32
e2 cos 2i cos (2p+ 4σ), (3.57)
B¯ =
1
4
− 1
4
cos 2i+
3
8
e2 − 3
8
e2 cos 2i. (3.58)
Remarquons que le seul angle encore présent est 2p+ 4 σ. Nous modions
donc le jeu de variables canoniques pour obtenir un problème à 1 degré de
liberté (ψ,L) :
ψ = σ + p2 L
p F = S − L2 ,
(3.59)
les moments T et F étant constants.
Si nous supposons que i = 0◦, alors B¯ = 0 et A¯ s'écrit :
A¯ =
1
2
+
3
4
e2 − 17
4
e2 cos (4ψ). (3.60)
Les équilibres sont donnés par :
∂H
∂ψ
= 0 et
∂H
∂L
= 0. (3.61)
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Ils correspondent à sin 4ψ = 0 et
µ2
L3
− ν
2
+
3µ4
10L7
f(h, k, cos 4ψ, e2) = 0 (3.62)
où f est une fonction dépendant de h, k, ψ et e, dans laquelle nous avons inséré
la dérivée de e2 par rapport à L, tronquée elle aussi à l'ordre 2 en e, ce qui
signie :
∂e2
∂L
' 1
L
(1− 3
2
e2). (3.63)
Pour cos 4ψ = 1, nous obtenons :
−7
2
+
135
4
e2 =
(
− 5 + 30 e2
) b2
d2
+
(3
2
+
15
4
e2
) c2
d2
(3.64)
et pour cos 4ψ = −1 :
5− 30 e2 =
(7
2
− 135
4
e2
) b2
d2
+
(3
2
+
15
4
e2
) c2
d2
. (3.65)
Appelons e1 et e2 les valeurs de l'excentricité (e1 < e2) dénies par :
7
2
− 135
4
e21 = 0 et 5− 30 e22 = 0 (3.66)
où numériquement e1 = 0.322 et e2 = 0.408.
Si cos 4ψ = 1, l'équilibre est instable et non visible dans notre domaine
(0 ≤ cd ≤ bd ≤ 1). Si cos 4ψ = −1, la résonance 2 : 1 exacte, tracée sur la gure
3.14, est caractérisée par :
 si e ≤ e1 : une ellipse (en dehors du domaine)
 si e1 ≤ e ≤ e2 : une hyperbole haut - bas (en dehors du domaine)
 si e ≥ e2 : une hyperbole gauche - droite avec une intersection avec l'axe
b
d augmentant avec l'excentricité comme :
b
d
= 2
√
5
√
6 e2 − 1
135 e2 − 14 . (3.67)
La gure 3.15 donne les résultats de l'indicateur MEGNO pour une série
d'orbites localisées dans la résonance 2 : 1 et caractérisées par e0 = 0.15,
0.20, 0.30, 0.35, 0.40 et 0.45. Sur ces cartes, nous voyons clairement le passage
de l'ellipse à l'hyperbole. De nouveau, ce changement de comportement ne
se passe pas exactement aux valeurs prédites par le modèle, à cause de la
troncature en excentricité. Cependant, qualitativement, la théorie donne des
résultats similaires aux graphiques.
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Figure 3.14  Courbe (3.65) pour diérentes valeurs de l'excentricité e.
3.7 Conclusion
Nous avons utilisé l'indicateur de chaos MEGNO an de détecter les ré-
sonances gravitationnelles autour d'un astéroïde ellipsoïdal tournant sur lui-
même (avec une période de rotation entre 15 et 100 heures). L'ellipsoïde tourne
sur lui-même de façon constante autour de son axe le plus court et le potentiel
utilisé est le potentiel intégral. Pour certaines valeurs du demi-grand axe du sa-
tellite correspondant à ces résonances, des courbes coniques apparaissent dans
l'espace ( bd ,
c
d), caractérisées par une très petite valeur du MEGNO. Ces valeurs
relatives particulières des demi-grands axes de l'ellipsoïde correspondent à des
orbites résonantes périodiques stables.
En utilisant une approximation du potentiel ellipsoïdal, nous avons construit
des modèles simpliés des résonances, réduits à 1 degré de liberté par une
moyennisation, des approximations et des troncatures. Les équilibres stables
de ces modèles, dans le cas de la résonance exacte, correspondent à des géomé-
tries particulières, comme détecté par le MEGNO.
Pour d'autres valeurs de
b
d et
c
d (en dehors des structures coniques), les
valeurs résonantes du demi-grand axe sont déplacées d'une quantité dépendant
de d, b et c.
Reprécisons que ce chapitre est une étude académique et que tous les cas
analysés ne correspondent pas à des cas réalistes. Seules la partie en haut à
droite des cartes de MEGNO correspond à des primaires de forme et de densité
raisonnables.
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Figure 3.15  Cartes de MEGNO de la résonance 2 : 1 avec i0 = 0
◦
et de
gauche à droite, de haut en bas, e0 = 0.20, 0.25, 0.30, 0.35, 0.40, 0.45. La période
de rotation du primaire vaut 99.733 h et le demi-grand axe initial de l'orbite
est a0 = 9700.108 km. Les angles initiaux sont Ω0 = M0 = 0
◦
et ω0 = 90
◦
. Le
temps d'intégration est de 100 ans.
Cinq points importants peuvent être mis en évidence :
1. L'utilisation du MEGNO comme indicateur de stabilité (en concentrant
l'analyse sur des valeurs inférieures à 2 et tendant vers 0) à la place d'un
indicateur de chaos est innovante et pionnière et donne de très bons ré-
sultats.
2. La recherche de courbes de stabilité résonantes, pour une masse xée mais
pour n'importe quelle forme de l'astéroïde, est intéressante et permet de
détecter des géométries particulières donnant les résonances gravitation-
nelles exactes.
3. L'utilisation d'une approximation pour le potentiel, avec une formulation
explicite, donne une explication simple aux courbes coniques apparais-
sant dans les cartes de MEGNO pour les résonances 1 : 1 et 2 : 1.
4. Les diérences entre le modèle complet et le modèle approché sont pe-
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tites pour un ellipsoïde proche de la sphère (par exemple b/d = 1 et
c/d = 0.9) mais augmentent avec la non-sphéricité de l'ellipsoïde (par
exemple b/d = 0.25 et c/d = 0.25). De plus, elles diminuent lorsque la
distance du satellite à l'ellipsoïde augmente. Ce comportement corres-
pond à ce qui était attendu.
5. Le modèle simplié donne une expression approximée simple du déplace-
ment (depuis la résonance exacte) dû à la forme du corps (ce déplacement
augmente avec la non-sphéricité de l'astéroïde) et dû à l'excentricité et à
l'inclinaison du satellite.
Après ce chapitre consacré à l'étude des résonances entre un astéroïde et son
satellite, tentons à présent de détecter les résonances concernant les systèmes
triples.
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Chapitre 4
Dynamique des astéroïdes triples :
l'exemple du système (87) Sylvia
4.1 Introduction
Ce chapitre est consacré à l'étude de la dynamique et de la stabilité du sys-
tème (87) Sylvia, qui est le premier astéroïde triple découvert (Marchis et al.
2005b). Sylvia, détecté pour la première fois en 1866, est un astéroïde de faible
excentricité et d'inclinaison moyenne de la ceinture principale extérieure. Son
évolution à long terme a été étudiée par le centre virtuel AstDys
1
(Milani et
Kneºevi¢ 1998 ; Kneºevi¢ et Milani 2003) qui a fourni ses éléments orbitaux
propres
2
(a = 3.486 UA, e = 0.0537, i = 9.85◦) et ses fréquences fondamentales
séculaires (le moyen mouvement n = 55.297◦/an, la fréquence du péricentre
g = 134.798 sec/an et la fréquence du n÷ud ascendant s = −130.782 sec/an).
De plus, son orbite a été caractérisée comme légèrement chaotique, avec un
temps de Lyapunov de ∼ 1.4 million d'années.
Les deux autres corps du système, Romulus et Rémus, présentent des or-
bites presque circulaires et presque équatoriales. Ils ont un rapport de masse
d'environ 10−4 et 10−5 avec Sylvia, ce qui signie qu'ils peuvent être consi-
dérés comme des satellites. Le satellite externe, Romulus, est à peu près dix
fois plus massif que le satellite interne, Rémus, pour un demi-grand axe deux
fois plus large. Les éléments orbitaux des satellites et les paramètres physiques
du système sont présentés dans la table 4.1. Les incertitudes (lorsqu'elles sont
connues) sont aussi données, et les références sont précisées dans la section 2.
1. Leur base de données est accessible en ligne à l'adresse http://hamilton.dm.unipi.
it/astdys/
2. Les éléments orbitaux propres sont le demi-grand axe, l'excentricité et l'inclinaison
d'une orbite moyennisés sur les courtes et longues périodes.
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Sylvia
rayon 130.47 km (σ = 6.65)
masse 1.478× 1019 kg
période de rotation 5.184 h
ascension droite des pôles 100◦
déclinaison des pôles 62◦
Rémus
demi-grand axe 706± 5 km
excentricité 0.016± 0.011
inclinaison 2◦ ± 1◦
anomalie moyenne 96.087◦
argument du péricentre 314◦
longitude du n÷ud ascendant 97◦
masse 2.154× 1014 kg
diamètre 7± 2 km
Romulus
demi-grand axe 1356± 5 km
excentricité 0.001± 0.001
inclinaison 1.7◦ ± 1◦
anomalie moyenne 324.308◦
argument du péricentre 273◦
longitude du n÷ud ascendant 101◦
masse 3.6625× 1015 kg
diamètre 18± 4 km
Table 4.1  Éléments orbitaux, paramètres physiques et incertitudes corres-
pondants pour les corps du système.
Winter et al. (2009) ont étudié le système et découvert que les satellites
pourraient être hautement instables si l'aplatissement de Sylvia (même une
petite fraction de sa valeur estimée) n'était pas pris en compte. En eet, l'apla-
tissement de l'astéroïde, de même que la petite distance entre les satellites
et sa surface (∼ 5 et 10 rayons de Sylvia), augmentent de façon critique les
fréquences de précession et les empêchent d'être en commensurabilité avec les
fréquences dues aux autres perturbations gravitationnelles.
Ce chapitre permet de comprendre les mécanismes dynamiques présents
dans le système et aux alentours. Nous généraliserons ensuite quelques-uns de
nos résultats aux autres systèmes triples, et d'une façon générale, aux systèmes
similaires à (87) Sylvia, c'est-à-dire les systèmes avec un petit rapport de masse
et dont le diamètre du primaire est de l'ordre de ∼ 100 km.
4.2 Étude du système (87) Sylvia 71
Figure 4.1  Modèle de forme de Sylvia basé sur les observations de Kaasa-
lainen et al. (2002); Marchis et al. (2006). Cette gure provient de la base de
données DAMIT.
Les résultats présentés dans ce chapitre et dans le chapitre suivant ont été
réalisés en collaboration avec Julien Frouard et sont publiés dans Frouard et
Compère (2012).
4.2 Étude du système (87) Sylvia
Le potentiel gravitationnel de Sylvia est modélisé par le développement en
harmoniques sphériques (1.6). Les coecients de ce développement sont calcu-
lés en utilisant le logiciel SHTOOLS (voir section 2.4) et le modèle de forme
convexe de Sylvia (Kaasalainen et al. 2002 ; Marchis et al. 2006) est disponible
dans la base de données DAMIT
3
. Celui-ci, présenté à la gure 4.1, est déduit
d'une méthode d'inversion basée sur des données photométriques (Kaasalainen
et al. 2002). Malheureusement, ce genre de données ne contient pas d'informa-
tion sur le détail des formes, les concavités ne sont donc pas toujours détectées
et la densité de masse est souvent mal estimée. Dans Kaasalainen et al. (2002),
les auteurs précisent qu'une forme non convexe n'approxime pas mieux les don-
nées que la forme convexe proposée.
Les coecients des harmoniques sphériques de Sylvia sont calculés jus-
qu'au degré et à l'ordre 10. Après avoir eectué des intégrations de test, nous
concluons qu'un développement jusqu'au degré et à l'ordre 4 est susant pour
approximer précisément la perturbation due à la forme de Sylvia
4
. Ces coe-
cients sont présentés dans la table 4.2. Lorsqu'un modèle de forme non convexe
3. Accessible à l'adresse http://astro.troja.mff.cuni.cz/projects/asteroids3D/web.
php
4. Nous entendons par là qu'aller plus loin dans le développement en harmoniques sphé-
riques ne modie pas les cartes de MEGNO et ne modie que faiblement les excentricités
maximales (de l'ordre de 10−4).
72 Chapitre 4 : Dynamique des astéroïdes triples
Degré (n) Ordre (m) Cn,m Sn,m
2 0 −0.144 0
2 1 0.359× 10−3 −0.737× 10−2
2 2 −0.210× 10−1 −0.452× 10−1
3 0 0.265× 10−2 0
3 1 0.664× 10−2 0.152× 10−2
3 2 −0.223× 10−3 −0.396× 10−3
3 3 −0.153× 10−2 0.368× 10−2
4 0 0.330× 10−1 0
4 1 −0.304× 10−2 0.578× 10−2
4 2 −0.403× 10−3 0.376× 10−2
4 3 −0.278× 10−4 −0.144× 10−3
4 4 −0.264× 10−3 0.813× 10−4
Table 4.2  Coecients principaux des harmoniques sphériques de Sylvia.
de Sylvia basé sur des données radar sera disponible, il serait intéressant de re-
calculer les coecients des harmoniques sphériques et de refaire cette analyse.
Cependant, nous sommes convaincus que les résultats seraient assez similaires.
Remarquons que la valeur calculée pour J2 (= −C2,0) est cohérente avec la
valeur estimée de Marchis et al. (2005b) : 0.175±0.050 et celle de Winter et al.
(2009) : 0.12.
Les éléments orbitaux et les paramètres physiques utilisés pour l'intégra-
tion sont présentés dans la table 4.1. Les éléments orbitaux et les diamètres
des satellites proviennent de Marchis et al. (2005b) et leur masse de Winter
et al. (2009). Les éléments orbitaux des deux satellites correspondent à deux
époques de référence diérentes. Nous avons donc choisi comme unique époque
de référence le milieu de ces deux époques (JD 2453248) et nous avons cal-
culé l'anomalie moyenne des satellites à cette date, en considérant des moyens
mouvements constants. Les éléments orbitaux héliocentriques de Sylvia à cette
époque, de même que son rayon et sa période de rotation, proviennent du ser-
vice JPL Horizon
5
, la masse de Sylvia de Marchis et al. (2005b) et l'ascension
droite et la déclinaison de ses pôles de Drummond et Christou (2008).
Nous utilisons deux modèles dynamiques pour étudier la dynamique du
système : le premier est utilisé pour les termes de courtes périodes et pour une
intégration numérique précise et le second est utilisé pour étudier l'évolution
séculaire du système.
5. Accessible en ligne à l'adresse http://ssd.jpl.nasa.gov/?horizons
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4.2.1 Intégrations numériques des courtes périodes
Notre premier jeu d'intégrations est basé sur les équations complètes du
mouvement orbital des satellites Romulus et Rémus. Ces simulations ont été
réalisées avec le logiciel NIMASTEP et avec un intégrateur Runge-Kutta-Fehlberg
d'ordre 4 à pas variable et une précision relative de 10−12 à chaque pas (comme
dans le chapitre précédent). Les perturbations gravitationnelles des planètes
terrestres et géantes sont négligeables, tout comme les variations orbitales de
Sylvia au vu des temps d'intégration considérés ici. Nous présentons à la gure
4.2 la hiérarchie entre le problème des deux corps et les diérentes perturba-
tions sur l'accélération des satellites, en fonction de la distance relative depuis
Sylvia (c'est à dire la distance du centre de masse de Sylvia normalisée par son
rayon équatorial). Ces résultats ont été conrmés par des simulations numé-
riques.
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Figure 4.2  Ordre de grandeur de la composante radiale de l'accélération d'un
satellite de Sylvia due à diérentes perturbations, en fonction de la distance
depuis Sylvia (exprimée en rayon de Sylvia).
Nous considérons dans la suite une orbite keplerienne, excentrique et incli-
née pour Sylvia. La rotation de Sylvia est supposée constante et son axe de
rotation, lui aussi xé, correspond à son axe principal d'inertie. Nous intégrons
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numériquement le MEGNO en même temps que les équations du mouvement.
Dans nos simulations, nous arrêtons l'intégration lorsque la valeur du MEGNO
atteint 10, et nous considérons les valeurs dans l'intervalle [3 : 10] comme
moyennement chaotiques.
Nous intégrons un grand nombre d'orbites en faisant varier le demi-grand
axe et l'excentricité d'un des satellites tout en conservant les autres conditions
initiales constantes. Le repère utilisé est centré au centre de masse de Sylvia (le
Soleil est alors en rotation autour de celui-ci) et ses axes sont les axes principaux
d'inertie de Sylvia. Le temps d'intégration est de 20 ans et les simulations sont
arrêtées lorsque les satellites entrent en collision mutuellement ou avec Sylvia,
ou dans le cas d'une éjection sur une orbite héliocentrique. Les résultats sont
présentés à la gure 4.3 pour Rémus (en haut) et Romulus (en bas). La grille
des cartes est de 100 × 100 orbites.
La position réelle de Rémus et Romulus (indiquée par une croix noire) se
trouve dans une zone très stable, même lorsqu'on considère les incertitudes sur
le demi-grand axe et sur l'excentricité (voir table 4.1). Les cartes montrent clai-
rement deux types de zones d'instabilité (en noir sur la gure). La première est
due à des résonances gravitationnelles et apparait systématiquement pour des
valeurs du demi-grand axe de Rémus inférieures à 400 km. En-dessous de cette
valeur, Rémus s'écrase rapidement sur Sylvia ou est éjecté du système. Les
satellites ont tous les deux une petite excentricité initiale, ce qui fait que leurs
orbites sont loin des régions où les superpositions de résonances gravitation-
nelles sont nombreuses. La largeur et la forme des résonances gravitationnelles
dans le cas général d'un satellite ont été étudiées par Mysen et al. (2006) et
Mysen et Aksnes (2007). Dans la première carte, une ne ligne verticale d'in-
stabilité peut être vue pour Rémus à arem = 440 km, ce qui correspond à la
résonance gravitationnelle 3 : 1 (correspondant à l'argument 3λrem − φ, où
λrem est la longitude moyenne de Rémus et φ l'angle sidéral de Sylvia). Des
résonances d'ordres supérieurs à peine visibles, comme la 4 : 1 à arem = 530
km sont trop faibles pour déstabiliser l'orbite.
Le second type de zone d'instabilité correspond aux résonances en moyen
mouvement (notées MMRs dans la suite pour Mean Motion Resonances) entre
les deux satellites, pour des demi-grands axes élevés dans la carte de Rémus,
et pour des demi-grands axes faibles dans celle de Romulus. Les MMRs ont ty-
piquement une forme de V (voir par exemple Go¹dziewski et al. 2008b; Bazsó
et al. 2010) et sont donc plus larges pour de grandes excentricités. Ces ré-
sonances peuvent être vues plus facilement sur la gure 4.4, où nous avons
modié le demi-grand axe des deux satellites en même temps, dans l'intervalle
500 − 1500 km pour Rémus et 1000− 2000 km pour Romulus. Les autres va-
riables initiales sont égales à leur valeur réelle. La discrétisation de la carte est
la même qu'à la gure 4.3. Remarquons qu'en augmentant le nombre de points
des gures 4.3 et 4.4, nous augmentons le nombre de résonances détectées mais
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Figure 4.3  Cartes de MEGNO de Rémus (haut) et Romulus (bas) en demi-
grand axe et excentricité. Les orbites stables quasi-périodiques correspondent
à un code de couleur de 2 (jaune), tandis que les orbites chaotiques ont un
MEGNO > 2 (de orange à noir). Un croix noire représente la position réelle du
système Rémus-Romulus.
celles-ci ne sont que des résonances supercielles. Nous avons vérié qu'aucune
résonance majeure (ayant une grande inuence sur les orbites) n'était cachée
avec la discrétisation choisie.
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Figure 4.4  Carte de MEGNO en demi-grands axes des deux satellites. Une
croix noire indique la position actuelle du système Rémus-Romulus. La réso-
nance en moyen mouvement 2 : 1 entre Rémus et Romulus est la première
résonance visible au-dessus de la position actuelle du système.
Les MMRs correspondent aux diérentes lignes, chacune d'elles décrivant
une résonance k1 n1 w k2 n2, où n1 et n2 sont les moyens mouvements des
satellites, et k1, k2 sont des entiers. En négligeant les masses des satellites
par rapport à la masse de Sylvia, les lignes sont décrites par la relation a1 w
(k1/k2)
2/3a2. Les résonances se chevauchent lorsque les satellites ont des demi-
grands axes plus proches. Les deux zones importantes d'instabilité se trouvent
de chaque côté de la ligne a2 = a1 (la résonance 1 : 1). Elles correspondent à
des orbites initiales menant à des rencontres proches entre les satellites, résul-
tant en des collisions ou des éjections du système après une évolution chaotique.
La position actuelle du système est représentée par une croix sur la gure.
Le système se trouve donc dans une zone vraiment stable, bornée par les MMRs
2 : 1 et 3 : 1 (résonance trop ne pour être détectée sur la gure 4.4), et évolue
très régulièrement pendant au moins 104 ans.
La gure 4.5 montre l'excentricité maximale atteinte par les satellites sur
20 ans, en fonction de leurs demi-grands axes initiaux. Nous changeons le demi-
grand axe d'un des satellites en conservant l'autre constant. Cela nous permet
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Figure 4.5  Excentricités maximales atteintes par Rémus (à gauche) et par
Romulus (à droite) sur 20 ans, en fonction du demi-grand axe initial de Ré-
mus et Romulus. Les deux pics importants vus dans les graphiques du bas
correspondent aux MMR 2 : 1 et 3 : 1.
d'examiner directement l'inuence du chaos sur l'évolution orbitale des satel-
lites. La gure indique que l'excentricité de Rémus peut augmenter énormément
à l'intérieur des MMRs principales : jusqu'à 0.13 dans la MMR 2 : 1 et dix fois
plus que l'excentricité de Romulus. Ceci reète juste le fait qu'en raison de leur
masses respectives, Rémus est bien plus perturbé par Romulus que l'inverse.
En conséquence, l'excentricité de Romulus n'augmente de façon signicative
que dans les zones fortement chaotiques causées par des rencontres proches.
Nous étudions maintenant l'évolution séculaire du système.
4.2.2 Intégrations numériques des longues périodes
Un problème classique des intégrations numériques sur de longues périodes
est le temps CPU. En eet, les courtes périodes imposent un pas d'intégration
très petit mais le temps d'intégration est dans ce cas très grand. La solution
est de faire une moyennisation sur ces périodes. Dans notre modèle, les courtes
périodes sont la période de rotation de Sylvia (de 5.184 heures) et les périodes
de révolution des satellites. Nous allons donc utiliser les équations de mouve-
ment moyennisées sur l'angle sidéral de Sylvia et sur les anomalies moyennes
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des satellites.
Nous intégrons numériquement les équations de Lagrange (Brouwer et Cle-
mence 1961) pour chaque satellite :
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, (4.1)
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où n est le moyen mouvement et a, e, i,Ω, $ et λ sont respectivement le demi-
grand axe, l'excentricité, l'inclinaison, la longitude du n÷ud, la longitude du
péricentre (= Ω + ω, où ω l'argument du péricentre) et la longitude moyenne
(λ = $+M où M est l'anomalie moyenne). La fonction perturbatrice moyen-
nisée 〈R〉 est la somme des diérentes perturbations moyennisées entre les sa-
tellites 〈R〉 = 〈Rmut〉+ 〈Robl〉+ 〈R〉.
La perturbation mutuelle entre les satellites 〈Rmut〉 est approximée par un
développement à l'ordre 2 en excentricité et en inclinaison (Murray et Dermott,
2000). La perturbation due à l'aplatissement de Sylvia 〈Robl〉 est représentée
par un développement d'ordre 4 en excentricité et en inclinaison de la fonction
perturbatrice de l'aplatissement, contenant les termes en J2, J
2
2 et J4 (Veras
2007). L'expression additionnelle séculaire provenant du C22,2 décrite par De
Saedeleer et Henrard (2006) a aussi été prise en compte, même si elle n'a mon-
tré qu'une très faible inuence sur les résultats. Finalement, la perturbation du
Soleil 〈R〉 a été modélisée par le développement analytique de Brumberg et al.
(1971) qui peut être moyennisé sur les anomalies moyennes des satellites, en
conservant l'évolution orbitale du Soleil en coordonnées sphériques. Ces fonc-
tions perturbatrices sont présentées plus en détail dans l'annexe C. L'orbite du
Soleil est modélisée par une orbite avec précession, dont les trois fréquences
fondamentales (n, $˙, Ω˙) ont été prises de la base de données AstDys 6.
L'utilisation de ces fonctions perturbatrices moyennisées implique un demi-
grand axe xe (pendant l'intégration) pour les satellites, ainsi que la suppression
6. Accessible en ligne à l'adresse http://hamilton.dm.unipi.it/astdys/
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des résonances en moyen mouvement du système dynamique. Les mêmes orbites
que sur la gure 4.4 (en faisant varier les demi-grands axes des satellites) ont
été intégrées sur 6600 années. Les résultats sont présentés à la gure 4.6. Alors
Figure 4.6  Excentricités maximales atteintes par Romulus sur 6600 années,
en fonction du demi-grand axe initial des satellites. Le point vert indique la po-
sition actuelle du système. Le code de couleur correspond à la valeur maximale
de l'excentricité de Romulus, l'échelle étant donnée à droite.
que le MEGNO pourrait aussi être utilisé dans ces intégrations (en dérivant les
équations de Lagrange par rapport aux éléments orbitaux), nous avons choisi de
montrer les excentricités maximales atteintes par Romulus, qui sont elles aussi
un indicateur de la diusion chaotique dont sourent les orbites des satellites.
Les régions blanches indiquent des orbites pour lesquelles le demi-grand axe
de Rémus est plus grand que celui de Romulus, et ne sont donc pas intégrées
numériquement. L'intervalle du code de couleur a été réduit et choisi an de
mettre en évidence les résonances séculaires. Des lignes verticales sont visibles
et représentent des résonances séculaires de type évection, ici entre la fréquence
du péricentre de Romulus et le moyen mouvement du Soleil (autour de Sylvia) :
k1$˙ w k2n, (4.7)
avec k1 et k2 entiers. En particulier, la résonance appelée évection (lorsque
k1 = k2 = 1) et ses implications sur la dynamique des satellites a été étudiée
par diérents auteurs (Touma et Wisdom 1998 ; Breiter 2000 ; Yokoyama et al.
2008 ; uk et Nesvorný 2010 ; Frouard et al. 2010) et est localisée sur la gure
4.6 à un demi-grand axe de Romulus de 1460 km. C'est la caractéristique la
plus visible de la carte. À l'intérieur de la résonance, l'orbite de Romulus de-
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vient hautement chaotique et son excentricité peut augmenter jusque 0.2. Les
autres résonances de la famille des évections ont une inuence beaucoup plus
faible sur les évolutions orbitales. Nous pouvons signaler que les résonances
d'évection considérées ici sont dues à l'aplatissement de l'astéroïde, qui accé-
lère considérablement la période de précession de $.
En dépit du fait que les cartes ne montrent que les excentricités maximales
de Romulus, on peut quand même voir quelques eets des résonances d'évec-
tion sur Rémus. Ces résonances sont présentes dans le coin en haut à droite
de la carte. Par exemple, l'une d'entre elles commence à arom = 2000 km et
arem = 1250 km. Si la masse de Rémus avait été plus grande que celle de Ro-
mulus, ces résonances auraient été à peu près horizontales. Mais dans notre cas,
la perturbation de Romulus change sensiblement la fréquence du péricentre de
Rémus, avec, comme eet, la courbure de ces résonances.
De nouveau, la position actuelle du système est mise en évidence dans la
carte et se situe dans une zone très stable.
4.3 Généralisation à d'autres systèmes
Puisque nous savons que les orbites de Rémus et de Romulus sont localisées
dans une zone dynamiquement stable, il est intéressant de savoir si c'est égale-
ment le cas pour les autres systèmes triples connus. Nous analysons les systèmes
(45) Eugenia, (93) Minerva, (216) Kleopatra et (136108) Haumea. Nous allons
aussi localiser la résonance d'évection pour les satellites d'astéroïdes de manière
générale.
Les éléments orbitaux des astéroïdes traités ici proviennent de la base de
données AstDys
7
. Les données concernant les paramètres physiques des asté-
roïdes et des satellites associés, de même que les éléments orbitaux des satellites,
proviennent de diérentes sources : (22) Kalliope (Descamps et al. 2008 ; Mar-
chis et al. 2008a), (45) Eugenia (Kaasalainen et al. 2002 ; Marchis et al. 2010),
(87) Sylvia (Marchis et al. 2005b), (93) Minerva (Marchis et al. 2011), (107)
Camilla (Torppa et al. 2003 ; Marchis et al. 2005a), (121) Hermione (Marchis
et al. 2005c ; Descamps et al. 2009), (130) Elektra (Marchis et al. 2008b ; DA-
MIT
8
), (216) Kleopatra (Descamps et al. 2011), (243) Ida (Petit et al. 1997),
(283) Emma (Marchis et al. 2008b ; DAMIT), (136108) Haumea (Ragozzine et
Brown 2009 ; Rabinowitz et al. 2006).
7. Accessible en ligne à l'adresse http://hamilton.dm.unipi.it/astdys/
8. Accessible à l'adresse http://astro.troja.mff.cuni.cz/projects/asteroids3D/web.
php
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4.3.1 Les résonances en moyen mouvement
La détermination de la localisation des systèmes triples par rapport à leurs
résonances en moyen mouvement nécessite simplement la connaissance des pé-
riodes des satellites. Nous montrons à la gure 4.7 les positions en demi-grand
axe des cinq systèmes multiples considérés ici : (45) Eugenia, (87) Sylvia, (93)
Minerva, (216) Kleopatra et (136108) Haumea. Les demi-grand axes sont nor-
malisés par le rayon de Hill de l'astéroïde, déni à l'équation (2.7). La gure
montre que tous les systèmes multiples, excepté (216) Kleopatra, se trouvent
entre les résonances en moyen mouvement 2 : 1 et 3 : 1.
Figure 4.7  Demi-grands axes des systèmes multiples normalisés par le rayon
de Hill de l'astéroïde. De gauche à droite : (136108) Haumea, (216) Kleopatra,
(93) Minerva, (87) Sylvia, (45) Eugenia.
4.3.2 La résonance d'évection
Nous montrons dans cette sous-section la localisation des satellites par rap-
port à la résonance d'évection. Puisque la résonance d'évection pour Romulus
correspond à un demi-grand axe xe de celui-ci, nous supposons que ce sera
aussi le cas pour les autres systèmes. Nous cherchons donc une valeur xe du
demi-grand axe aevec correspondant à l'évection pour chaque satellite. Pour
cela, nous résolvons $˙ = n pour aevec. La fréquence du péricentre $˙ est
82 Chapitre 4 : Dynamique des astéroïdes triples
obtenue par l'équation de Lagrange correspondante (4.5) où la fonction per-
turbatrice moyennisée 〈R〉 = 〈Robl〉 + 〈R〉 contient l'inuence du Soleil et
l'aplatissement de l'astéroïde. L'excentricité et l'inclinaison du satellite sont
constants, mais la solution aevec dépend encore de l'argument du péricentre
ω du satellite, bien que nous ayons vérié que cette dépendance est très né-
gligeable. Les coecients d'aplatissement J2 et J4 sont déterminés grâce à
l'approximation ellipsoïdale de la forme de l'astéroïde, en utilisant la formule
(2.8) de Boyce (1997). Pour certains systèmes, l'approximation ellipsoïdale de
la forme de chaque astéroïde et une valeur théorique du J2 sont connus. Le
calcul de aevec donne approximativement des résultats similaires avec les deux
types de données. Une fonction perturbatrice moyennisée décrivant la pertur-
bation d'un satellite supplémentaire est utilisée dans le cas de systèmes triples.
Dans ce cas, la valeur de $˙ pour chaque satellite est déterminée en xant le
demi-grand axe de l'autre satellite.
Dans le cas de (87) Sylvia et (136108) Haumea, nous avons trouvé que la
fréquence du péricentre du satellite interne n'est pas assez basse que pour être
commensurable avec le moyen mouvement du Soleil. Nous n'avons pas étudié
le système (216) Kleopatra à cause du manque d'information à propos des ex-
centricités de ses satellites. De même, certains binaires n'ont pas été retenus
dans cette étude à cause du manque d'information à propos de la forme de leur
primaire à ce jour. C'est le cas de (379) Huenna, (702) Alauda et (762) Pulkova.
La distance des satellites à la résonance d'évection est présentée à la gure
4.8. Les incertitudes en demi-grand axe et excentricité sont aussi données. Re-
marquons que la plupart des systèmes se situent avant la résonance d'évection
et ceux qui se trouvent après cette résonance en sont proches.
4.4 Conclusion
Nous avons étudié la dynamique et la stabilité du système triple (87) Sylvia
en utilisant des intégrations numériques sur les équations du mouvement com-
plètes et sur les équations du mouvement moyennisées. Nous avons utilisé un
modèle de forme de Sylvia dérivé d'observations photométriques pour calculer
les coecients des harmoniques sphériques jusqu'aux termes C4,4, S4,4 pour les
intégrations complètes. La position actuelle du système se trouve dans une zone
très stable, entre la MMR 2 : 1 et la MMR 3 : 1 et avant la résonance d'évection.
Les autres systèmes triples connus considérés ici sont tous dans une zone
stable et, à l'exception de (216) Kleopatra, se trouvent aussi entre la MMR
2 : 1 et la MMR 3 : 1.
Fang et al. (2012) présentent, postérieurement à notre article, une étude du
système (87) Sylvia basée sur de nouvelles observations d'optique adaptative.
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Figure 4.8  Demi-grand axe et excentricité des satellites. Le demi-grand axe
est normalisé par la position de la résonance d'évection, représentée par la ligne
verticale.
Leur estimation des paramètres du système donnent des valeurs similaires à
celles de Marchis et al. (2005b) pour les éléments orbitaux des satellites et
légèrement diérentes pour leurs masses et pour le coecient J2 de Sylvia
(notre évaluation du J2 se trouve entre les valeurs de ces deux articles). Leurs
simulations conrment les nôtres puisqu'ils concluent que le système est stable
sur un million d'années.
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Chapitre 5
Phénomènes de dissipation pour
les satellites d'astéroïdes
5.1 Introduction
Le chapitre précédent montre que le système (87) Sylvia actuel se trouve
dans une zone stable mais est entouré de régions chaotiques. Nous nous po-
sons à présent la question de savoir si, dans le futur, le système restera dans la
zone stable ou s'il croisera une ou plusieurs de ces résonances (engendrant du
chaos). Pour étudier l'évolution du système (et d'autres systèmes par la suite),
nous prenons en compte deux eets dissipatifs : les eets de marée et l'eet
BYORP (pour Binary YORP). Nous allons examiner comment ces deux eets
peuvent amener le système à traverser les résonances et quelles sont les échelles
de temps concernées.
Nous ne modéliserons pas, dans la suite, le changement de vitesse de rota-
tion de Sylvia dû à l'eet YORP
1
(Yarkovsky O'Keefe Radzievskii Paddack)
puisque ce dernier n'est important que pour des astéroïdes de taille . 20 km
et que Sylvia a un rayon d'environ 130.5 km.
Les résultats présentés dans ce chapitre sont également publiés dans Frouard
et Compère (2012) et les simulations ont été réalisées grâce à un logiciel rédigé
par Julien Frouard.
1. L'eet YORP est la modication de la vitesse de rotation et de l'orbite d'un astéroïde
causée par les diérences de température à sa surface dûes à sa non-sphéricité (voir par
exemple Rubincam (2000), Vokrouhlický et al. (2003), Nesvorný et Vokrouhlický (2007) ou
encore Rossi et al. (2009)).
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5.2 Les eets de marées
Expliquons tout d'abord en quoi consistent les eets de marée pour un sys-
tème d'astéroïdes multiples. Les astéroïdes ne sont évidemment pas des masses
ponctuelles, ce qui signie que la force de gravitation exercée par un satellite
sur l'astéroïde n'est pas uniforme. Par exemple, la force exercée sur la face qui
est éloignée du satellite est plus faible que la force exercée sur la face qui est
proche du satellite. Puisque ce corps n'est pas entièrement rigide, il y a une
distorsion menant à un bourrelet de marée (voir gure 5.1). L'eet est similaire
dans l'autre sens (l'eet de la gravitation exercée par l'astéroïde sur le satel-
lite) mais de moindre importance puisque le satellite est de plus petite taille.
Par contre, la réponse du satellite à l'eet de marée qu'il a produit peut avoir
comme conséquence une évolution du système. À cause de la friction, les marées
sont un phénomène dissipatif et peuvent mener à une évolution du demi-grand
axe et de l'excentricité du satellite ainsi qu'à un changement de vitesse de ro-
tation des deux corps. Les marées ont été étudiées en détail, notamment dans
Mathis et Le Poncin-Latte (2009), Goldreich et Sari (2009), Taylor et Margot
(2010) et Taylor et Margot (2011). Plusieurs modèles de marées sont présents
dans la littérature. Nous utilisons ici les équations classiques de Goldreich et
Soter (1966) et Murray et Dermott (2000).
Figure 5.1  Déformation d'une sphère par les eets de marée dus à un satel-
lite.
Comme expliqué dans Goldreich et Sari (2009) et Taylor et Margot (2010),
les marées exercées par le primaire sur un corps secondaire conduisent très ef-
cacement la vitesse de rotation du secondaire νs à la synchronisation avec le
moyen mouvement ns. Supposons dans la suite que cette étape a été atteinte
et que νRom = nRom et νRem = nRem.
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De façon générale, les équations de marée décrivant la variation du demi-
grand axe et de l'excentricité d'un satellite sont, pour e 1 (Goldreich et Soter
1966 ; Murray et Dermott 2000) :
a˙ = sign(νp − ns)3k2p
Qp
ms
mp
(
Rp
a
)5
nsa, (5.1)
e˙ = sign(2νp − 3ns)57
8
k2p
Qp
ms
mp
(
Rp
a
)5
nse, (5.2)
pour les marées exercées par un satellite (prograde) sur le primaire, et :
a˙ = sign(νs − ns)3k2s
Qs
mp
ms
(
Rs
a
)5
nsa, (5.3)
e˙ = −21
2
k2s
Qs
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(
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a
)5
nse, (5.4)
pour les marées exercées par le primaire sur un satellite prograde.R est le rayon,
m est la masse et les indices p et s représentent respectivement le primaire et
le satellite. Les équations dépendent du nombre de Love k2 (qui dépend de la
rigidité du corps) et de la fonction de dissipation Q qui quantie la dissipation
de l'énergie mécanique.
Le nombre de Love k2 est déni par :
k2 =
3/2
1 + µ˜
, (5.5)
où µ˜ est la rigidité adimensionnelle dénie par :
µ˜ =
19µ
2gρR
. (5.6)
g est la gravité exercée à la surface du corps (g = Gm/R2), ρ est sa densité, µ
est la rigidité du matériau et G est la constante de gravitation.
Les valeurs typiques de la rigidité sont ∼ 5 × 1010Nm−2 pour un corps
rocheux ou ∼ 4× 109Nm−2 pour un corps de glace (Murray et Dermott 2000).
Marchis et al. (2008a,b) utilisent 5×108Nm−2 en considérant que Sylvia est un
astéroïde modérément fragmenté, ce qui donne k2p ≈ 0.015. Cependant, Gol-
dreich et Sari (2009) ont montré que la rigidité eective d'un rubble-pile peut
être considérablement plus faible que celle d'un corps monolithique. Ils donnent
l'approximation µ˜rubble ∼ (µ˜/Y )1/2 où Y est la constante d'élasticité et est
égale à 10−2. Ceci nous donne k2p ∝ R, ce qui a été contredit par Jacobson et
Scheeres (2011) qui ont établi la relation k2p ∝ 1/R basée sur des observations
de la population d'astéroïdes binaires. Ici, nous utilisons les formules (5.5) et
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(5.6) avec diérentes valeurs de rigidité µ qui couvrent un grand intervalle de
valeurs de k2.
La valeur de la fonction de dissipation Q est moins connue et est souvent
choisie égale à ∼ 100 pour les corps monolithiques (Goldreich et Soter, 1966).
Puisque dans les équations de marées (5.1)-(5.4) le nombre de Love et la fonc-
tion de dissipation sont groupés, nous allons discuter dans la suite les valeurs
du produit µQ.
Lorsque νs = ns, les marées exercées sur le primaire par le satellite aug-
mentent le demi-grand axe et l'excentricité, alors que celles exercées sur le
satellite par la planète sont négligeables pour le demi-grand axe et diminuent
l'excentricité, contre-balançant parfois complètement les marées exercées sur le
primaire (Goldreich 1963). Il est important de garder à l'esprit les approxima-
tions utilisées pour obtenir les équations de marée (5.1)-(5.4) (voir Ferraz-Mello
et al. 2008; Efroimsky et Williams 2009) : l'inclinaison est négligée, le potentiel
de marée est limité au rapport (Rp/a)
3
, et les retards de marées correspondant
à chaque fréquence de Fourier du potentiel de marée sont considérés comme
constants et sont égaux à l'inverse de Q.
5.3 L'eet BYORP
Nous prenons aussi en compte l'eet BYORP qui provient de l'asymétrie de
la forme des satellites (uk et Burns 2005 ; uk et Nesvorný 2010 ; McMahon
et Scheeres 2010 ; Steinberg et Sari 2011). Cet eet correspond à l'eet YORP
mais pour un astéroïde binaire synchrone. Un satellite sphérique d'astéroïde
en rotation synchrone avec celui-ci présentera toujours la même géométrie au
Soleil. Ce n'est plus le cas si le satellite est non sphérique. La température à sa
surface va donc varier et la réémission de l'énergie absorbée (venant des rayons
du Soleil) par le satellite n'est pas symétrique. Cet eet modie son orbite.
Nous utilisons les équations suivantes de Jacobson et Scheeres (2011)
2
:
a˙ = ±3HB
2pi
(
a3/2
ωdρR
5/2
p
)√
1 +ms/mp
(ms/mp)1/3
, (5.7)
e˙ = ∓3HB
8pi
(
a1/2e
ωdρR
5/2
p
)√
1 +ms/mp
(ms/mp)1/3
, (5.8)
avec ωd =
√
4piGρ/3 et H = F/(a2
√
1− e2) où F est la constante de
radiation solaire, a et e sont le demi-grand axe et l'excentricité du Soleil.
Le signe + dans (5.7) correspond au signe - dans (5.8) et inversement. L'eet
2. Nos équations dièrent légèrement de celles de Jacobson et Scheeres (2011) puisqu'ici
le demi-grand axe n'est pas normalisé par Rp.
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µQ=1010, B=10−3 µQ=1010, B=10−2 µQ=1011, B=10−3
âge Rémus -47.8 Myr -45.7 Myr -453.2 Myr
âge Romulus -200 Myr -182 Myr -1.8 Gyr
arom 1299.46 km 1291.53 km 1291.57 km
Table 5.1  Âges dynamiques des satellites dus à l'évolution des marées et
de BYORP pour diérentes valeurs des paramètres de marée µQ et B. Les
satellites sont considérés séparément. L'évolution est arrêtée lorsque les satel-
lites atteignent la limite de stabilité a = 400 km. La dernière ligne indique le
demi-grand axe de Romulus lorsque Rémus atteint acrit.
BYORP dépend du paramètre B qui représente la déviation du second corps
par rapport à une sphère. B appartient à l'intervalle [0,2] et est souvent égal à
10−3. Comme expliqué dans Jacobson et Scheeres (2011), le signe de a˙ et e˙ dé-
pend de la forme des satellites. Nous appellerons évolution expansive conjointe
le cas où a˙ > 0 et e˙ < 0 et évolution opposée conjointe le cas où a˙ < 0 et e˙ > 0.
Notons que l'eet BYORP domine les eets de marée pour de grands demi-
grands axes, et inversement pour de petits demi-grands axes (Jacobson et
Scheeres, 2011).
5.4 Dissipation du système Sylvia
Nous considérons dans un premier temps une évolution expansive conjointe.
5.4.1 L'évolution expansive conjointe
Nous calculons à présent une approximation de l'âge dynamique des satel-
lites en intégrant numériquement les équations de marée et de BYORP dans le
passé. Les satellites sont considérés séparément. Les intégrations sont arrêtées
lorsque les satellites atteignent la limite de stabilité a = 400 km. Nous présen-
tons les résultats pour les paramètres représentatifs des marées et de BYORP
suivants : {µQ,B} = [1010, 10−3], [1010, 10−2], [1011, 10−3] dans la table 5.1.
L'âge dynamique trouvé pour Romulus est du même ordre de grandeur que
celui obtenu par Taylor et Margot (2011) si on considère µQ = 1011. Le demi-
grand axe de Romulus au moment où Rémus atteint la limite de stabilité est
aussi indiqué, ce qui reète l'âge dynamique du système des deux satellites.
Vokrouhlický et al. (2010) rapportent l'existence d'une famille d'astéroïdes,
née par collisions, autour de (87) Sylvia, avec des objets de tailles similaires à
celles de Rémus et Romulus. Sur base de simulations numériques de la disper-
sion de cette famille, les auteurs concluent que l'âge dynamique de la famille
est d'au moins plusieurs centaines de millions d'années. Les âges dynamiques
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présentés dans la table 5.1 sont donc cohérents avec ces résultats si nous sup-
posons que la famille d'astéroïdes et le système de satellites de Sylvia ont été
créés durant la même collision catastrophique (Durda et al., 2004). Il est im-
portant de noter que les âges dynamiques sont obtenus en supposant qu'aucune
collision n'a eu lieu depuis cet évènement, ce qui pourrait avoir changé consi-
dérablement les orbites des satellites.
Le paramètre B détermine l'amplitude de l'eet BYORP, mais a un eet
assez réduit sur les orbites considérées ici.
Nous montrons à la gure 5.2 l'évolution du système avec les trois jeux de
paramètres. L'évolution commence avec le demi-grand axe de Rémus égal à 400
km, jusqu'à la conguration actuelle, et est suivie ensuite pendant un milliard
d'années. Les résonances principales (déterminées dans le chapitre précédent)
sont indiquées sur la gure. L'évolution pour les paramètres µQ=1011, B=10−3
est fusionnée avec celle correspondant aux paramètres µQ=1010, B=10−2, et
s'arrête peu après la ligne d'évection. Les satellites sont sur des orbites conver-
gentes (l'orbite de Rémus s'étend plus vite que celle de Romulus) pour les trois
paramètres et le système croise la résonance d'évection avant la résonance en
moyen mouvement 2 : 1 dans chaque cas.
Nous pouvons voir sur la gure 5.2 qu'une valeur de B de 10−2 (ligne en
pointillé sur la gure) permet au système de s'étendre davantage. Cela réduit
aussi la distance entre les deux satellites, et donc conduit le système aux ré-
sonances en moyen mouvement et éventuellement à des zones chaotiques. Une
plus petite valeur de B éloigne le système de ces zones au fur et à mesure que le
temps d'intégration augmente. Le choix B = 10−2 a aussi comme eet la dimi-
nution de l'excentricité de Rémus après ∼ 750 millions d'années. La valeur de
celle-ci augmente de façon monotone avec les deux autres jeux de paramètres.
5.4.2 L'évolution opposée conjointe
Examinons à présent l'évolution opposée conjointe, où a˙B < 0 et e˙B > 0.
Les âges dynamiques du système sont pratiquement identiques à ceux de la
table 5.1. Pour les paramètres µQ=1010, B=10−3 et µQ=1011, B=10−3, l'évo-
lution est similaire à celle de la gure 5.2. L'évolution est sensiblement modiée
lorsque B = 10−2. Pour cette valeur, les orbites deviennent divergentes après
450 millions d'années et les excentricités de Rémus peuvent atteindre 0.08,
comparées à 0.03 pour l'évolution expansive conjointe.
Selon Jacobson et Scheeres (2011), les demi-grands axes devraient évoluer
avec le scénario de l'évolution opposée conjointe (en négligeant les autres eets
dynamiques) jusqu'à une valeur d'équilibre où les eets de marée et ceux de
BYORP s'équilibrent. Cette valeur d'équilibre pour le demi-grand axe d'un
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Figure 5.2  Chemin suivi par le système dû à l'eet des marées et de BYORP
avec diérentes valeurs des paramètres µQ et B. La position actuelle du système
est indiquée par une croix. La ligne solide correspond aux paramètres µQ=1010,
B=10−3 tandis que la ligne en pointillé correspond à µQ=1010, B=10−2. L'évo-
lution correspondant aux paramètres µQ=1011, B=10−3 est fusionnée avec la
ligne en pointillé.
satellite est (Jacobson et Scheeres 2011) :
a∗ =
(
2pikpω
2
dρR
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p(ms/mp)
4/3
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Q
)1/7
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Avec nos paramètres, ces équilibres valent a∗rem = 1354 km, a
∗
rom = 2323 km
pour µQ=1010, B=10−3 et a∗rem = 976 km, a
∗
rom = 1674 km pour µQ=10
11
,
B=10−3 et µQ=1010, B=10−2. Ces demi-grands axes placent les orbites des
satellites entre les MMRs 2 : 1 et 3 : 1.
Remarquons aussi que BYORP contrebalance susamment les eets de
marée pendant l'évolution jusqu'à l'équilibre de telle manière que la conver-
gence des orbites soit aaiblie. Le système est alors toujours maintenu entre
les résonances 2 : 1 et 3 : 1 pour ces trois jeux de paramètres. Le scénario de
l'évolution opposée conjointe empêche donc les satellites de croiser la résonance
2 : 1 et leur évite ainsi de subir des évolutions chaotiques liées à cette résonance.
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En conclusion, dans chaque cas (l'évolution expansive et opposée), le sys-
tème actuel va atteindre la résonance d'évection avant un milliard d'années et
avant de croiser éventuellement la résonance 2 : 1. La conséquence principale de
cet évènement est que l'orbite de Romulus deviendra probablement hautement
chaotique.
Notons que l'article de Fang et al. (2012) approfondit nos résultats pour
l'évolution passée du système en analysant son passage par la résonance 3 : 1
(en prenant en compte les eets de marée). Ils concluent que le système a pro-
bablement traversé la résonance sans être capturé ou du moins qu'il n'a pas été
capturé susamment longtemps dans la résonance pour que celle-ci ait aug-
menté l'excentricité de Romulus.
Nous allons à présent nous intéresser à la généralisation de notre étude à
d'autres systèmes triples.
5.5 Zones génériques d'instabilité des systèmes
triples
Nous avons vu au chapitre précédent que tous les systèmes triples analysés,
à l'exception de (216) Kleopatra, se trouvent entre la MMR 2 : 1 et la MMR
3 : 1. La question qui se pose alors naturellement est : pourquoi ces systèmes
se trouvent-ils (presque) tous dans cette conguration ? Est-ce juste une coïn-
cidence ou l'explication est-elle dynamique ? Nous essayerons de répondre à ces
questions dans la suite, en eectuant des intégrations numériques des équations
de marées et de BYORP appliquées aux systèmes multiples considérés ici. Nous
n'étudions pas les marées du système Haumea, puisque pour ce système (très
particulier car ayant deux satellites très massifs), la fonction de dissipation Q
ne peut être considérée comme constante (voir Ragozzine et Brown 2009).
Nous montrons, sur les gures 5.3 et 5.4, quelques évolutions possibles des
systèmes Eugenia, Sylvia, Minerva et Kleopatra. Précisons à nouveau que ces
évolutions sont idéalisées, dans le sens où nous supposons qu'aucun évènement
majeur (comme une collision ou une rencontre proche avec un corps céleste)
n'a eu lieu pendant cette évolution.
Les évolutions sont obtenues en utilisant les trois jeux de paramètres µQ
et B utilisés dans la section précédente, et en considérant les deux possibilités
d'évolution (expansive pour la gure 5.3 et opposée pour la gure 5.4). Les évo-
lutions commencent lorsque le satellite interne est en contact avec la surface de
l'astéroïde dans le passé, et s'arrêtent un milliard d'années après aujourd'hui.
Il apparait que les évolutions de Sylvia et Kleopatra ne sont que légèrement
aectées par l'eet BYORP. Les eets de marée dominent et les satellites sont
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Figure 5.3  Demi-grands axes des systèmes multiples normalisés par le rayon
de Hill de leur astéroïde. De gauche à droite dans chaque carte : (216) Kleopa-
tra, (93) Minerva, (87) Sylvia et (45) Eugenia. Chaque carte montre l'évolution
dissipative des systèmes avec diérents paramètres µQ et B, en supposant une
évolution expansive conjointe.
donc plus proches du primaire dans le passé pour les deux possibilités d'évo-
lution. Par contre, Minerva et Eugenia sont fortement aectés par BYORP, et
comme cet eet domine, le demi-grand axe d'un ou des deux satellites (selon
les paramètres µQ et B) était plus important dans le passé dans le cas de l'évo-
lution opposée conjointe.
Nous supposons que l'accumulation de MMRs (2 : 3, 3 : 4) et leur che-
vauchement, décrits dans le chapitre précédent, sont capables de détruire les
systèmes multiples. D'ailleurs, hormis Kleopatra qui est située très près de la
MMR 2 : 1, aucun système n'a été repéré dans cette région. À l'inverse, la
MMR 3 : 1 ne semble pas être une zone chaotique importante pour ces sys-
tèmes. Ragozzine et Brown (2009) ont étudié l'évolution orbitale et l'eet de
marée de (136108) Haumea, et suggèrent que le passage du système à travers
la résonance 3 : 1 pourrait expliquer la grande valeur de l'excentricité de son
satellite interne Namaka (e = 0.249). Cependant, les excentricités connues des
satellites des trois systèmes (45) Eugenia, (87) Sylvia et (93) Minerva sont as-
sez faibles, la valeur maximale étant atteinte par Princess (le satellite le plus
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Figure 5.4  Même gure que la gure 5.3 mais en supposant une évolution
opposée conjointe.
interne d'Eugenia) avec e = 0.069. Comme nous l'avons vu pour Sylvia sur la
gure 4.5 du chapitre précédent, l'inuence de la MMR 3 : 1 sur les excentri-
cités des satellites est relativement faible par rapport aux autres MMRs. Ceci
pourrait indiquer que le passage à travers la MMR 3 : 1 est assez peu déstabi-
lisant pour les satellites et n'augmente pas considérablement leur excentricité
3
.
Notre but est à présent d'identier les paramètres dissipatifs pouvant pous-
ser les systèmes vers des zones chaotiques ainsi que les échelles de temps concer-
nées.
5.5.1 L'évolution expansive conjointe
La gure 5.3 est consacrée à l'évolution expansive conjointe. Pour les sys-
tèmes où les eets de marée dominent (Sylvia et Kleopatra), un eet BYORP
plus fort pousse les systèmes dans les zones chaotiques (voir la section précé-
dente pour Sylvia). Concernant les systèmes où l'eet BYORP domine, alors
3. Nous notons évidemment que les dimensions et masses du système (136108) Haumea
et sa localisation dans les objets transneptuniens en font un système complètement diérent
des systèmes de la ceinture principale étudiés ici.
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que pratiquement toutes les orbites des satellites sont convergentes, les para-
mètres dissipatifs peuvent empêcher les systèmes d'approcher les MMRs. Il y a
deux raisons pour cela : d'une part, une grande rigidité peut geler l'évolution et
garder les systèmes dans des régions stables pendant un long moment, comme
c'est le cas dans la carte inférieure. D'autre part, le fait que les marées sont plus
importantes pour les satellites internes, alors que BYORP est plus important
pour les satellites externes, peut être observé dans le graphe en haut à droite.
Alors que les marées rapprochent les satellites (et donc les rapprochent des
MMRs), l'eet BYORP les garde loin des MMRs en augmentant le demi-grand
axe du satellite externe. Les satellites convergent donc à un rythme plus lent
et les évolutions de ces systèmes deviennent asymptotiques par rapport aux
MMRs. C'est particulièrement le cas des systèmes Eugenia et Minerva.
Les systèmes peuvent donc atteindre des demi-grands axes importants tout
en restant loin des zones d'instabilité. Cependant, nous pouvons noter qu'aucun
satellite n'est localisé plus haut que 0.03 RH . Nous pouvons, par exemple, com-
parer cette valeur à la zone de stabilité globale autour de (87) Sylvia estimée
par les formules de Domingos et al. (2006), qui donnent une limite de stabilité
de [0.37-0.45] RH correspondant à la perturbation du Soleil. Cette limite à 0.03
RH pourrait être due à l'instabilité causée par la résonance d'évection (voir la
suite de ce chapitre).
5.5.2 L'évolution opposée conjointe
La situation est très diérente pour la gure 5.4 (évolution opposée conjointe).
Considérons d'abord les systèmes pour lesquels l'eet BYORP domine. Selon
la valeur du paramètre B, le demi-grand axe du satellite externe (carte en haut
à gauche) ou celui des deux satellites (cartes en haut à droite et en bas) va
diminuer dans le futur. Ces systèmes migrent donc vers des régions avec de
faibles demi-grands axes où les MMRs sont proches les unes des autres, sauf si
les satellites atteignent l'équilibre (voir équation 5.9) auparavant. Ces valeurs
d'équilibre permettent aussi aux systèmes, pour lesquels les eets de marée do-
minent, de rester loin des MMRs, comme c'est le cas pour Sylvia (voir la section
précédente). La localisation de ces valeurs d'équilibre dépend des masses des
satellites et du paramètre B (sous-section 5.5.4).
5.5.3 Les échelles de temps
Même si nous avons maintenant une idée des diérentes évolutions des sys-
tèmes en fonction des paramètres dissipatifs, les échelles de temps impliquées
sont plus diciles à déterminer. La table 5.2 montre les âges dynamiques des
satellites externes pour les quatre systèmes triples étudiés, avec l'évolution ex-
pansive conjointe. Dans le scénario de l'évolution opposée conjointe, les demi-
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µQ, B
1010, 10−3 1010, 10−2 1011, 10−3
(45) Eugenia 2.55 Gyr 600 Myr 6 Gyr
(93) Minerva 983 Myr 310 Myr 3.1 Gyr
(87) Sylvia 200 Myr 182 Myr 1.8 Gyr
(216) Kleopatra 30.5 Myr 30 Myr 292 Myr
Table 5.2  Âges dynamiques du satellite externe pour chaque système. Ils
sont obtenus par l'évolution des eets de marées et de BYORP pour diérentes
valeurs des paramètres µQ et B.
grands axes des satellites étaient plus importants dans le passé pour Eugenia et
Minerva, alors que les âges restent vraiment similaires pour Sylvia et Kleopatra.
Nous pouvons voir que la rigidité µ, la fonction dissipative Q et le para-
mètre BYORP B peuvent conduire à une imprécision d'un facteur 10 dans la
détermination des échelles de temps. Nous obtenons même un âge dynamique
plus grand que l'âge du système solaire (∼ 4.6 Gyr) pour Eugenia.
5.5.4 L'évolution opposée conjointe avec un paramètre
BYORP diérent pour chaque satellite
Jusque-ici, nous avons choisi une valeur unique du paramètre BYORP pour
les satellites dans le cas de l'évolution opposée conjointe. Cependant, il est in-
téressant d'étudier la valeur de l'équilibre des demi-grands axes des satellites
(5.9) en fonction de la valeur du paramètre B et de la masse de chacun des
satellites.
Lorsque les deux satellites sont sujets à l'évolution opposée conjointe, le
rapport nal r∗ = n∗2/n
∗
1 des moyens mouvements (en considérant k1n
∗
1 = k2n
∗
2
où n∗1 et n
∗
2 sont respectivement les moyens mouvements à l'équilibre du satellite
interne et du satellite externe) peut être écrit en utilisant la valeur d'équilibre
des demi-grands axes de l'équation (5.9) :
r∗ =
k1
k2
=
n∗2
n∗1
=
(
mp +ms2
mp +ms1
)1/2(
B2
B1
)3/14(
ms1
ms2
)2/7
, (5.10)
où nous considérons des valeurs diérentes des paramètres BYORP des deux
satellites B1 et B2. Si nous supposons mp  ms1 ,ms2 et une densité similaire
pour les deux satellites, nous avons :
r∗ =
(
B2
B1
)3/14(
Rs1
Rs2
)6/7
, (5.11)
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où Rs1 et Rs2 sont les rayons des satellites. Le rapport r
∗
est tracé à la gure
5.5 pour trois valeurs diérentes du rapport B2/B1, en fonction du rapport
des rayons des satellites Rs1/Rs2 . Les résonances en moyen mouvement sont
aussi indiquées, de même que la limite de stabilité empirique (k1/k2 w 0.811)
déterminée grâce à la gure 4.4. Nous supposons que les systèmes avec un
rapport r∗ dans la zone chaotique sont détruits alors que les systèmes dans les
régions des résonances 3 : 2 et 4 : 3 peuvent être sévèrement déstabilisés.
Figure 5.5  Rapport des moyens mouvements à l'équilibre n∗2/n
∗
1 en fonction
du rapport des rayons des satellites Rs1/Rs2 dans le cas de l'évolution opposée
conjointe.
Si nous considérons des probabilités égales pour B2 < B1 ou B2 > B1, la
stabilité est favorisée pour les systèmes avec Rs1 < Rs2 . Le rapport r
∗ = n∗2/n
∗
1
des systèmes avec Rs1 > Rs2 et B2 > B1 est supérieur à 1, ce qui signie que
ces systèmes vont se détruire. De façon plus précise, on peut dire que pour sur-
vivre, les systèmes avec B2 > B1 doivent avoir un rapport des rayons Rs1/Rs2
inférieur à r
6/7
c , où rc est la limite empirique de stabilité. Pour le système Syl-
via, ceci mène à une limite du rapport des rayons de 0.78 (en utilisant la valeur
empirique rc ' 0.811).
Les systèmes avec Rs1 > Rs2 et B2 < B1 ne sont pas pour autant tous sau-
vés. Le rapport B2/B1 doit être vraiment petit pour prévenir l'instabilité des
systèmes avec des rapports de rayon Rs1/Rs2 qui peuvent être aussi modérés
que 2 ou 3.
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Ces instabilités vont réduire globalement le nombre de systèmes triples avec
Rs1 > Rs2 , c'est-à-dire ceux caractérisés par un satellite interne de rayon plus
grand que celui du satellite externe.
5.5.5 La résonance d'évection
Repensons à présent au positionnement des satellites par rapport à la réso-
nance d'évection (voir gure 4.8). Le petit nombre de systèmes disponibles nous
empêche de faire des considérations statistiques. Mais nous pouvons utiliser les
eets de marée et de BYORP qui font évoluer les satellites vers l'extérieur.
Considérons tout d'abord le fait que les satellites au-delà de la résonance
d'évection en sont assez proches. En comparaison, la Lune serait localisée à
∼ 31 aevec sur la gure 4.8 (en utilisant, pour la Terre, J2 = 1083 × 10−6 et
J4 = −2 × 10−6). En supposant qu'il n'y ait pas de biais d'observation, cette
constatation laisse penser que la résonance d'évection est un moyen d'éjecter
les satellites d'astéroïdes. Les eets de la résonance d'évection sont connus
pour augmenter de façon drastique l'excentricité d'un satellite (Touma et Wis-
dom 1998 ; uk et Nesvorný 2010). Par exemple, la gure 5.6 montre l'évolu-
tion chaotique de Romulus à l'intérieur de la résonance. Nous prenons comme
conditions initiales pour cette intégration l'état du système (évoluant avec les
paramètres µQ = 1010, B=10−3) lorsqu'il croise la résonance d'évection.
Une autre constatation pouvant conrmer cette hypothèse est le grand
nombre de satellites, à très petite excentricité, localisés avant la résonance.
5.6 Conclusion
Nous avons étudié les évolutions possibles du système (87) Sylvia à travers
les eets de marée et de BYORP et conclu que le système, actuellement situé
entre les résonances en moyen mouvement 2 : 1 et 3 : 1, va évoluer vers la
résonance d'évection avant d'atteindre la MMR 2 : 1.
Les autres systèmes triples connus considérés ici, à l'exception de (216)
Kleopatra, se trouvent aussi entre la MMR 2 : 1 et la MMR 3 : 1. Nous avons
analysé l'évolution de ces systèmes en fonction de diérentes valeurs des para-
mètres de dissipation. Les résultats montrent que l'eet BYORP a un profond
impact sur la stabilité des systèmes triples, si nous considérons les résonances
en moyen mouvement et d'évection comme les principales sources d'instabilité.
La diversité des comportements des systèmes triples étudiés provient prin-
cipalement du fait que l'eet BYORP est plus ecace pour des objets distants,
alors que les marées agissent surtout sur les objets proches. Pour additionner
ces diérents eets, les cas d'évolution expansive conjointe et d'évolution op-
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Figure 5.6  Excentricité de Romulus à l'intérieur de la résonance d'évection.
posée conjointe doivent être traités séparément.
Dans le premier scénario, l'évolution des systèmes dépend de la prédomi-
nance de l'un des eets dissipatifs sur l'autre. Si l'eet BYORP domine, il
peut maintenir les satellites loin des MMRs, mais aussi les emmener vers la
résonance d'évection. Si les eets de marée dominent, l'eet BYORP augmente
simplement la convergence des satellites.
Le futur des systèmes dans l'évolution opposée conjointe est plus facile à
décrire puisque leur stabilité ne dépend que des paramètres BYORP et des
masses des satellites. La connaissance de ces valeurs nous permet de détermi-
ner les valeurs d'équilibre des moyens mouvements, et donc leur distance par
rapport aux MMRs et aux zones d'instabilité. En particulier, nous avons mon-
tré que les systèmes dont le rayon du satellite interne est plus grand que celui
du satellite externe sont condamnés à être détruits si le paramètre BYORP
du satellite interne est plus petit que celui du satellite externe. Ceci est aussi
vrai pour une petite fraction de systèmes où le rayon du satellite interne est
plus petit que celui de l'externe. Cette fraction dépend de la limite eective de
stabilité des satellites.
De façon générale, nous avons montré que la résonance d'évection peut
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limiter l'évolution vers l'extérieur des satellites, ou au moins augmenter les ex-
centricités du système, ce qui peut être justié par la répartition actuelle des
systèmes par rapport à la résonance.
Jusque-ici, nous avons considéré des évolutions où les deux satellites sont
en évolution expansive conjointe ou en évolution opposée conjointe, et nous
n'avons donc pas considéré la possibilité que les satellites aient une évolution
radicalement diérente par rapport à l'eet BYORP.
Troisième partie
Les astéroïdes doubles
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Chapitre 6
Formation d'astéroïdes binaires
dans la ceinture de Kuiper
Le contenu de ce chapitre a été réalisé en collaboration avec David Farrelly,
Anne Lemaître et Daniel Hestroer et est publié dans Compère et al. (2013).
6.1 Introduction
Les astéroïdes binaires dont les deux composantes sont fort distantes et
de masses similaires sont courants dans la partie dynamiquement froide de la
ceinture de Kuiper
1
(Noll et al., 2008). Cependant, ils sont assez rares parmi
les objets en résonance 3 : 2 en moyen mouvement avec Neptune (les Pluti-
nos). Actuellement, un seul exemple de ces objets est connu, l'astéroïde binaire
(341520) 2007 TY430, qui a été découvert très récemment (Sheppard et al.,
2012). Cette quasi-absence de binaires dans la résonance 3 : 2 de la ceinture
de Kuiper (notés dans la suite KBBs pour Kuiper belt binaries), ou encore
de binaires transneptuniens (notés TNBs pour Trans-Neptunian binaries), a
été mise en évidence par Keith Noll dans une présentation au Space Telescope
Science Institute 2010 Hydra-Nix Meeting dont le titre est : KBO Multiples
(Observations).
2
1. La ceinture de Kuiper s'étend de 30 à 55 UA. La ceinture de Kuiper classique (entre 42 et
48 UA, donc entre la résonance 3 : 2 et la résonance 2 : 1 avec Neptune) est composée de deux
populations distinctes : la population dynamiquement froide et la population dynamiquement
chaude. La première possède des orbites de faible inclinaison et de faible excentricité. La
seconde possède des orbites beaucoup plus inclinées. Ces populations furent nommées ainsi,
non pas pour leur température, mais par analogie avec les particules d'un gaz dont la vitesse
relative s'accroît avec la température.
2. Une vidéo de cette présentation est présente sur le site : https://webcast.stsci.edu/
webcast/detail.xhtml?talkid=1912&parent=1.
103
104 Chapitre 6 : Formation de binaires parmi les Plutinos
Il est généralement admis que les KBBs sont des survivants des premiers
stades de la formation du système solaire. Si c'est le cas, alors ces objets mas-
sifs et fragiles contiennent des informations sur la formation et l'évolution du
système solaire. Par exemple, la localisation originelle des objets de la ceinture
de Kuiper (notés KBOs pour Kuiper belt objects) reste un sujet de discussion.
Diérents modèles de formation du système solaire externe (Malhotra, 1995;
Gomes, 2003; Levison et Morbidelli, 2003; Tsiganis et al., 2005; Morbidelli et al.,
2005; Gomes et al., 2005) font des prédictions diérentes sur la localisation ini-
tiale et sur l'évolution des KBOs. Par exemple, dans le modèle de Nice (Tsiganis
et al., 2005; Morbidelli et al., 2005; Gomes et al., 2005), le disque protoplané-
taire s'étendait seulement jusqu'à 30 - 35 UA et la ceinture de Kuiper actuelle
était vide. La migration de Neptune aurait ensuite amené des particules jusqu'à
leur position actuelle dans la ceinture de Kuiper. (le terme ceinture de Kuiper
se réfère à la position actuelle des KBOs.)
Le modèle de Nice suggère que les corps ont été transférés vers la ceinture
de Kuiper lorsque l'excentricité de Neptune a augmenté temporairement. Pour
des valeurs de cette excentricité supérieures à 0.15, plusieurs résonances en
moyen mouvement se chevauchent et une large mer de chaos est formée, ce qui
aurait permis aux particules de se retrouver jusque dans la ceinture de Kuiper.
Après que l'excentricité de Neptune ait diminué, la mer de chaos s'est reculée
et les objets de la ceinture de Kuiper ont été capturés (Levison et al., 2008).
Cependant, le modèle de Nice présente des problèmes en ce qui concerne la for-
mation des KBBs. Par exemple, des calculs récents (Parker et Kavelaars, 2010)
suggèrent que n'importe quelle population primordiale de binaires très séparés
située à moins de 35 UA aurait été décimée par des rencontres proches avec
Neptune. Deux alternatives sont proposées : (i) les binaires ont été formés in
situ, c'est-à-dire à leur position actuelle ou (ii) les binaires ont été transportés
jusqu'à la ceinture de Kuiper par un mécanisme "plus doux" (non spécié).
Des modèles alternatifs de formation du système solaire (Malhotra, 1995;
Gomes, 2003) postulent que le disque protoplanétaire s'étendait jusqu'au moins
∼50 UA. Dans ces modèles, les KBOs sont divisés en deux grandes catégories :
la population résonante et chaude de la ceinture classique (les KBOs à grande
inclinaison) et la population froide de la ceinture classique (les KBOs à faible
inclinaison). La première population résulte de la migration de Neptune tandis
que la seconde a été formée in situ et a seulement été légèrement perturbée par
les phases de balayage des résonances. Dans ce scénario, la quasi-abscence de
binaires parmi les Plutinos est expliquée assez facilement : contrairement aux
KBBs de la population froide, les Plutinos ont essuyé des rencontres proches
avec Neptune, ce qui a éliminé tout KBB existant préalablement ou empêché
la formation de binaires. Ce cas est traité plus en détail dans Murray-Clay et
Schlichting (2011).
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Parce que le modèle de Nice explique plus de caractéristiques de la ceinture
de Kuiper que ne le font les modèles alternatifs (Levison et al., 2008), nous al-
lons ici nous focaliser sur ce modèle. Le travail de Parker et Kavelaars (2010),
combiné avec le modèle de Nice, suggère que la formation des binaires a eu lieu
in situ dans la ceinture de Kuiper, mais après que l'excentricité de Neptune
ait diminué. Cette hypothèse est renforcée indirectement par les simulations
récentes de N -corps de Kominami et al. (2011). Le scénario considéré ici est
le suivant : premièrement, même si des binaires ont été créés lors des premiers
stades du système solaire, la plupart d'entre eux ont été détruits pendant la mi-
gration de Neptune (Parker et Kavelaars, 2010). Ensuite, une seconde période
de formation a eu lieu, lors des derniers stades de la migration de Neptune. Dans
ce chapitre, nous essayons de comprendre le peu de binaires formés parmi les
Plutinos pendant cette période. Nous considérons deux époques : après la dimi-
nution de l'excentricité de Neptune et juste après la dernière rencontre proche
de Neptune avec Uranus, c'est-à-dire lorsque la valeur de l'excentricité de Nep-
tune a été la plus grande (jusqu'à ≈ 0.3 avant qu'elle ne redescende à sa valeur
actuelle en à peu près un million d'années). Nous appelons l'époque la plus ré-
cente Neptune-circulaire et nous considérons pour Neptune un demi-grand axe
égal à 30.0940 UA et une orbite circulaire (proche du système actuel). L'époque
antérieure est appelée Neptune-excentrique avec pour Neptune un demi-grand
axe égal à 27.5 UA et une excentricité de 0.3. Nous discuterons des cas inter-
médiaires dans la conclusion.
Plusieurs mécanismes de formation de binaires ont été proposés et chacun
d'entre eux donne des prévisions diérentes pour les propriétés physiques et or-
bitales des KBBs. De manière générale, ces mécanismes de formation peuvent
être séparés en trois classes : les mécanismes de collision, les mécanismes de
capture et les mécanismes d'eondrement gravitationnel. Nous les résumons
brièvement ici.
Dans le modèle de collision de Weidenschilling (2002), deux objets se per-
cutent dans la sphère de Hill d'un troisième. Ces deux objets fusionnent en un
seul et produisent alors un binaire avec le troisième. Cependant, ce mécanisme
dépend de l'existence de corps plus massifs (d'approximativement deux ordres
de grandeur) dans la ceinture de Kuiper primordiale que les estimations ac-
tuelles (voir Astakhov et al. (2005)).
Les modèles de capture de Goldreich et al. (2002) supposent que deux objets
pénètrent mutuellement la sphère de Hill de l'autre et sont ensuite stabilisés
soit par une friction dynamique (le mécanisme L
2
), soit par une rencontre
proche (amenant une dissipation d'énergie) avec un troisième objet de taille
similaire (le mécanisme L
3
). Funato et al. (2004) proposent un modèle hybride
de collision-capture. Initialement, deux objets se percutent pour produire un
binaire dont les composantes ont des masses assez diérentes. Par la suite, des
réactions d'échange avec d'autres corps plus massifs déplacent le corps le moins
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massif et augmentent le rapport des masses. Ce mécanisme donne souvent des
binaires ayant des partenaires de tailles similaires. Cependant, il conduit à des
propriétés orbitales (en particulier les excentricités mutuelles) diérentes de
celles qu'on observe actuellement (Noll, 2003; Noll et al., 2004; Astakhov et al.,
2005). Un autre scénario de capture, le chaos-assisted capture (CAC) (Astakhov
et al., 2005; Lee et al., 2007) suppose que deux objets pénètrent mutuellement
la sphère de Hill de l'autre et se retrouvent sur des orbites chaotiques à l'inté-
rieur de leur sphère de Hill mutuelle, mais sans collisions ou échappées. Pendant
cette phase, ce proto-binaire est capturé de façon permanente, et donc conrmé
comme binaire, grâce à des rencontres multiples avec des petits corps "intrus"
amenant de la dissipation. Le modèle CAC explique plusieurs propriétés par-
ticulières des KBBs : une propension pour des partenaires de tailles plus ou
moins équivalentes, des orbites mutuelles modérément excentriques (les excen-
tricités très grandes et très faibles sont rares), des demi-grands axes mutuels
assez grands et toute une large gamme d'inclinaisons mutuelles. De plus, des
simulations récentes de N-corps (Kominami et al., 2011) arrivent à la conclu-
sion que le scénario CAC émerge naturellement de leurs calculs.
Enn, Nesvorný et al. (2010) ont proposé récemment un modèle dans lequel
les KBBs se sont formés par eondrement gravitationnel. Des considérations sur
le moment angulaire dans le disque protoplanétaire expliqueraient la formation
de binaires plutôt que l'agrégation en un seul objet. Ce modèle d'instabilité
gravitationnel prédit des compositions et couleurs identiques pour les parte-
naires des KBBs ainsi que des inclinaisons généralement faibles (i ≤ 50◦). De
plus, les orbites mutuelles rétrogrades seraient rares. Cependant, trop peu d'in-
formations concernant les inclinaisons réelles des orbites mutuelles des KBBs
sont actuellement disponibles, même si des projets ont été imaginés an de
disposer de ces informations (par exemple Farrelly et al. (2006)). Des résultats
récents, par contre (Grundy et al., 2011), ne conrment pas cette asymétrie
entre progrades et rétrogrades, même sur de petits échantillons.
Ici, nous allons nous focaliser sur les scénarios de capture, surtout dans le
contexte d'une formation tardive. La première étape de ces modèles est la cap-
ture temporaire de deux corps en un proto-binaire. La seconde est la capture en
un binaire permanent via un mécanisme de dissipation qui dépend du modèle
utilisé (voir Lee et al. (2007)). Nous nous intéressons surtout ici à la première
étape de formation de KBBs dans les modèles de capture : en particulier, des
proto-binaires avec une longue durée de vie, peuvent-ils se créer dans la réso-
nance 3 : 2 avec Neptune ?
La stabilité d'un proto-KBB est étudiée sous l'inuence combinée du Soleil
et de Neptune, les deux corps massifs les plus importants dans ce contexte.
Nous utilisons deux modèles dynamiques : le problème de Hill perturbé de
Chauvineau et Mignard (1990a,b) et le problème des 2 + 2 corps de Whipple
et Szebehely (1984) et Whipple et White (1985). Les corps principaux (le So-
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leil et Neptune) ne sont pas perturbés par les deux petits corps (les partenaires
du proto-binaire), qui sont considérés comme des masses ponctuelles (avec des
masses de l'ordre de 1018 kg contre 1030 kg pour le Soleil et 1026 kg pour Nep-
tune).
L'idée générale est d'intégrer les équations du mouvement planes pour des
KBBs tests situés soit dans la résonance 3 : 2, soit dans la ceinture de Kuiper
classique. Dans un premier temps, nous utilisons l'indicateur de chaos MEGNO
(déni dans la section 2.1) pour déterminer si les zones de stabilité entourées de
chaos sont détruites par la résonance. Dans un deuxième temps, nous calculons
les temps de résidence des proto-binaires (le temps qu'un astéroïde binaire passe
à l'intérieur de la sphère de Hill mutuelle, voir Astakhov et Farrelly (2004)) de
centaines de milliers de binaires tests, pour vérier si le nombre de couples
formés est diérent ou non dans le cas résonant.
La première section explique en détail les outils numériques que nous utili-
serons tout au long du chapitre. Nous travaillons tout d'abord avec le modèle
de Hill perturbé (Section 6.3). Cependant, ce modèle va rapidement montrer
ses limites, ce qui nous contraindra à utiliser le second modèle, à savoir le pro-
blème des 2 + 2 corps (Section 6.4). Tout d'abord, le centre de masse du KBB
évolue sur une orbite plane et circulaire autour du Soleil. Ensuite, en prenant
en compte le fait que la résonance augmente l'excentricité, le centre de masse
est placé sur une orbite excentrique. Enn, nous introduisons la troisième di-
mension spatiale dans le modèle, pour modéliser les inclinaisons non nulles.
Nous allons découvrir qu'une excentricité non nulle pour le centre de masse
(excité par la résonance) détruit les iles de stabilité principales dans les cartes
de chaos. Ceci signie que peu de binaires sont créés. Cela sera conrmé par
les histogrammes de temps de résidence.
6.2 Méthodes numériques et indicateurs de chaos
Les simulations ont été réalisées avec un intégrateur numérique Adams-
Bashforth-Moulton prédicteur-correcteur d'ordre 10 (Hairer et al., 2008), déjà
implémenté et utilisé dans Verheylewegen et al. (2013) (notamment pour un
problème des N-corps).
Le premier indicateur utilisé est la surface de section (SOS pour Surface
Of Section, au singulier et au pluriel). Les SOS sont calculées comme suit :
une grille de conditions initiales est intégrée jusqu'à un temps prédéterminé.
Lorsque la trajectoire traverse le plan y = 0 avec un y˙ positif, le point est
enregistré. Une trajectoire traçant dans la SOS une courbe solide signie une
trajectoire quasi-périodique, tandis qu'une trajectoire qui remplit une surface
à deux dimensions indique un mouvement chaotique.
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An de distinguer les orbites régulières des orbites chaotiques, nous utilisons
un second outil, l'indicateur MEGNO présenté dans la section 2.1. L'intégra-
tion d'une orbite est stoppée si sa valeur du MEGNO atteint 5. Sur les cartes,
les points ayant une valeur égale à 10 correspondent à des orbites instables qui
s'échappent avant la n de la simulation.
Le dernier outil utilisé est la simulation de Monte Carlo comme dans Asta-
khov et al. (2003). Premièrement, un ensemble d'astéroïdes tests est choisi de
façon aléatoire dans la sphère de Hill. Nous laissons chaque système évoluer
jusqu'à ce que l'un de des évènements suivants arrive : l'astéroïde quitte la
sphère de Hill ou il survit pendant un certain temps prédéterminé. Pour la
seconde étape, nous utilisons ces conditions nales pour eectuer des intégra-
tions dans le passé jusqu'à ce que, de nouveau, l'astéroïde quitte la sphère de
Hill ou qu'il atteigne un certain temps prédéterminé. Le temps total de ces
intégrations nous donne le temps de résidence de l'astéroïde dans la sphère de
Hill, c'est-à-dire le temps pendant lequel l'astéroïde reste à l'intérieur de la
sphère de Hill. La raison pour laquelle nous intégrons aussi dans le passé est
que, lorsque nous prenons des conditions initiales au hasard, certaines d'entre
elles vont s'échapper presque immédiatement parce qu'elles ont été prises "sur
leur chemin vers la sortie" de la sphère de Hill. En faisant une intégration dans
le passé, leur temps de résidence total est calculé précisément. Nous traçons
alors les histogrammes des temps de résidence de toutes les conditions initiales.
6.3 Le problème de Hill perturbé
Le problème de Hill (voir Chauvineau et Mignard (1990a)) décrit le mou-
vement de deux particules (ici, deux astéroïdes) subissant leur attraction mu-
tuelle et l'attraction d'un corps massif distant (ici, le Soleil). Le problème de
Hill perturbé est le problème de Hill dans lequel l'eet d'un corps de masse
intermédiaire entre le corps massif et les deux particules est ajouté. Ce modèle
est décrit dans Chauvineau et Mignard (1990b) pour des astéroïdes de la cein-
ture principale perturbés par Jupiter. Nous allons ici utiliser ce modèle pour
décrire des astéroïdes de la ceinture de Kuiper perturbés par Neptune. Nous
considérons un modèle à deux dimensions.
6.3.1 Modèle
Deux astéroïdes (de massesm1 etm2) sont en rotation autour de leur centre
de masse, noté CM, lui-même en rotation autour du Soleil (de masseM). Nous
dénissons
~R, le vecteur joignant le Soleil à CM, ~δ (de norme δ), le vecteur joi-
gnant l'astéroïde de masse m2 à celui de masse m1 et ω la norme de la vitesse
angulaire du CM autour du Soleil. Nous notons aussi G, la constante de gra-
vitation. Choisissons un repère absolu (X,Y ) centré sur le Soleil et un repère
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tournant (x, y) centré sur le CM, avec l'axe x aligné avec ~R, comme présenté
à la gure 6.1. Nous supposons ici que le mouvement du CM est circulaire, de
rayon R = ||~R|| autour du Soleil. Appelons M ′ la masse de la planète et ~R′ le
vecteur joignant le Soleil à la planète, sur une orbite circulaire autour du Soleil.
Nous dénissons aussi µ = M ′/M, p = ||~R′/ ~R||, S l'élongation angulaire de
la planète par rapport au barycentre, vue depuis le Soleil et S′ l'élongation
angulaire de la planète par rapport à la ligne Soleil-barycentre, vue depuis le
barycentre (voir Chauvineau et Mignard (1990b) et la gure 6.1).
Figure 6.1  Dénitions et notations pour le problème de Hill perturbé.
Chauvineau et Mignard (1990a) introduisent des normalisations pour sim-
plier le problème :
ω = 1,
m = m1 +m2 = 3,
G = 1.
(6.1)
La première normalisation dénit l'unité de temps, la seconde, l'unité de masse
et la troisième, l'unité de longueur.
Nous nous intéressons au mouvement local des deux astéroïdes autour de
leur centre de masse. Nous étudions donc l'évolution du vecteur
~δ. Dans le
repère tournant et avec les normalisations (6.1), le mouvement de
~δ est donné
par le système diérentiel suivant (Chauvineau et Mignard, 1990b) :

x¨− 2y˙ = 3x− 3x/δ3
+µf(t)[(3 cos2(S′(t))− 1)x+ 3 cos(S′(t)) sin(S′(t))y],
y¨ + 2x˙ = −3y/δ3
+µf(t)[(3 sin2(S′(t)) − 1)y + 3 cos(S′(t)) sin(S′(t))x],
(6.2)
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où f(t) = [1 + p2 − 2p cos(S(t))]−3/2 avec S(t) = (p−3/2 − 1) t et

sin(S′(t)) =
p sin(S(t))
(1 + p2 − 2p cos(S(t)))1/2 ,
cos(S′(t)) =
−1 + p cos(S(t))
(1 + p2 − 2p cos(S(t)))1/2 .
(6.3)
Les termes −2y˙ et +2x˙ sont dus à l'accélération de Coriolis causée par la
rotation du repère. Le terme 3x provient de la force centrifuge causée par la
rotation du repère et par le Soleil et les termes en µf(t) sont dus à l'inuence
de la planète.
Sans l'inuence de la planète, les points d'équilibre sont (±1, 0) et corres-
pondent aux points de Lagrange L1 et L2. Une intégrale première, similaire à
l'intégrale de Jacobi du problème restreint des trois corps, est présente :
−x˙2 − y˙2 + 3x2 + 6/δ = C, (6.4)
où C est constant le long d'une trajectoire, mais change de valeur de l'une à
l'autre. Par exemple, C est égal à 9 aux points d'équilibre.
Cependant, si nous considérons l'inuence de la planète, C dans (6.4) n'est
plus une intégrale du mouvement. Nous l'appellerons dans la suite la fonction
de Jacobi et nous la noterons J(t) le long d'une trajectoire :
−x˙2(t)− y˙2(t) + 3x2(t) + 6/δ(t) = J(t). (6.5)
Dans les simulations, nous vérions si les deux astéroïdes forment réelle-
ment un proto-binaire (c'est-à-dire si les deux astéroïdes sont eectivement en
rotation autour de leur centre de masse). Pour cela, nous introduisons la sphère
de Hill mutuelle. Dans notre cas, la sphère de Hill est la sphère centrée au CM
qui détermine le volume dans lequel l'attraction mutuelle des astéroïdes domine
l'attraction du Soleil (voir Murray et Dermott (2000); Goldreich et al. (2004)).
Le rayon de cette sphère, appelé le rayon de Hill, est déni par :
RHill = R
3
√
m1 +m2
3M
. (6.6)
Avec les unités choisies (6.1), le rayon de Hill est égal à 1. Donc, si la distance
entre les deux partenaires binaires potentiels est plus petite que 1, les deux
astéroïdes forment un proto-binaire. À l'inverse, si la distance est plus grande
que 1, les deux astéroïdes ont une orbite héliocentrique et ne forment pas un
binaire.
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6.3.2 Conditions initiales
Les conditions initiales sont choisies de la façon suivante : nous xons
d'abord la fonction de Jacobi initiale J(0) ainsi que x(0) et y(0), entre −1
et 1 de façon à ce que les astéroïdes soient dans la sphère de Hill de leur centre
de masse. Nous choisissons ensuite x˙(0) = 0 et y˙ doit satisfaire l'égalité (6.5)
en t = 0 :
y˙(0) =
√
3x2(0) + 6/δ(0)− J(0). (6.7)
Le mouvement existe seulement si 3x2(0)+6/δ(0)−J(0) ≥ 0. Nous choisissons
dans (6.7) le signe positif pour y˙(0). Cependant, le cas négatif donne les mêmes
résultats que le cas positif avec comme conditions initiales :
(−x(0),−y(0), 0,−y˙ = −
√
3x2(0) + 6/δ(0)− J(0)).
Les cartes de MEGNO sont les mêmes dans le cas négatif que dans le cas posi-
tif moyennant des symétries axiales d'axes x = 0 et y = 0. Les simulations de
Monte Carlo ne sont pas aectées par ce choix.
Puisque l'orbite de la planète est circulaire, nous ne pourrons étudier avec
ce modèle que le cas Neptune-circulaire et non le cas Neptune-excentrique. La
distance R′ de Neptune au Soleil vaut 30.0940 UA.
Les masses sont xées à 1.98892× 1030 kg pour le Soleil (M) et 1.02410×
1026 kg pour Neptune (M ′) 3. Puisque nous nous intéressons à des astéroïdes
binaires de masses similaires, nous travaillons avecm1 = m2. Nous approximons
la masse de chaque astéroïde par 2.0× 1018 kg, ce qui est similaire au primaire
du système 1998 WW31 (voir Veillet et al. (2002)). Cependant, les résultats
sont similaires pour des masses plus faibles, jusqu'à 2.0 × 1017 kg au moins.
Cette valeur correspond à une sphère avec un diamètre d'environ 90 km avec
une estimation raisonnable de densité de masse de 1.5 g/cm3. Cet intervalle de
masses est en accord avec la base de données Asteroids/TNOs with Satellites :
Summary Data de Wm. Robert Johnston
4
.
6.3.3 Cartes de MEGNO avec le problème de Hill per-
turbé
Dans cette sous-section, nous présentons des cartes de MEGNO réalisées
avec le problème de Hill plan perturbé (avec le CM dans la résonance ou en
dehors). Des surfaces de section ont aussi été eectuées avec le problème de
Hill (donc sans la perturbation planétaire) et sont similaires aux gures pré-
sentées dans Chauvineau et Mignard (1990a). Des simulations tests réalisées
avec le problème de Hill perturbé donnent des résultats équivalents à ceux de
3. Voir http://ssd.jpl.nasa.gov/
4. Accessible à l'adresse http://www.johnstonsarchive.net/astro/asteroidmoons.html
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Chauvineau et Mignard (1990b).
Les cartes de MEGNO montrent des caractéristiques similaires à celles des
SOS. La méthode SOS, qui est graphique, a des restrictions lorsqu'on travaille
avec des systèmes à plus de deux degrés de liberté. À l'inverse, l'indicateur ME-
GNO a déjà fait ses preuves avec plusieurs degrés de liberté (comme ce sera le
cas dans la suite) (Gamboa Suárez et al., 2010; Maone et al., 2011). De plus,
le MEGNO a l'avantage de mettre en évidence les résonances et de distinguer
clairement les conditions initiales menant à des orbites chaotiques ou pas. De
plus, les régions "interdites" de l'espace de phase sont plus faciles à visualiser
en utilisant le MEGNO : dans les cartes de MEGNO, les conditions non réelles
(interdites) sont en blanc. Dans la suite, nous utiliserons donc cet outil plutôt
que les SOS.
Dans les cartes de MEGNO, chaque point d'une grille de 150× 150 condi-
tions initiales correspond à la valeur du MEGNO associée à l'orbite après 10 000
ans et avec un pas d'une heure. Dans la résonance, le rayon R est égal à 39.4343
UA et nous choisissons R = 45 UA pour analyser la situation en dehors de la
résonance. Ce choix est motivé par le fait que, dans ce cas, les deux astéroïdes
sont dans la ceinture de Kuiper classique, ce qui signie qu'ils ne sont inuencés
par aucune résonance avec Neptune. Cependant, nos résultats restent inchan-
gés si nous prenons par exemple R = 40 UA à la place de R = 45 UA.
La gure 6.2 présente des cartes de MEGNO du problème de Hill perturbé
avec le centre de masse de l'astéroïde dans la ceinture de Kuiper classique ou
dans la résonance. La partie gauche de chaque graphe correspond à des orbites
rétrogrades alors que la partie droite correspond à des orbites progrades. Les
orbites progrades sont très régulières pour de grandes valeurs de J(0) (cartes (e)
et (f)). Lorsque J(0) décroît, des zones chaotiques apparaissent (cartes (c) et
(d)) allant jusqu'à des cartes principalement composées d'orbites s'échappant
de la sphère de Hill pour des valeurs de J(0) très faibles (cartes (a) et (b)).
Les orbites rétrogrades ne sont pas autant inuencées par la valeur de J(0)
que les orbites progrades. Remarquons que les orbites rétrogrades semblent en
moyenne plus stables que les orbites progrades. Ce phénomène n'est pas étudié
en détail ici mais coïncide avec les résultats de Chauvineau et Mignard (1990a).
La question reste de savoir s'il existe une diérence de stabilité entre les
orbites dans la résonance 3 : 2 avec Neptune et celles en dehors de celle-ci.
Comme nous pouvons le voir à la gure 6.2, il n'y a pratiquement aucune
diérence entre ces deux cas. Les régions stables entourées de chaos ne sont
ni agrandies, ni détruites. Nous ne pouvons donc rien conclure à propos de la
formation des astéroïdes binaires, ce qui n'est pas très encourageant en prélude
de l'étape suivante de notre étude : le calcul des temps de résidence.
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Figure 6.2  Cartes de MEGNO du problème de Hill perturbé. Les cartes de
gauche sont réalisées avec le CM dans la ceinture de Kuiper classique (R = 45
UA) et celles de droite avec le CM dans la résonance 3 : 2 avec Neptune
(R = 39.4343 UA). Les valeurs de la fonction de Jacobi initiale J(0) sont de
haut en bas : 6, 9 et 9.5.
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6.3.4 Temps de résidence avec le problème de Hill per-
turbé
Nous eectuons des simulations de Monte Carlo avec ce modèle, dans la ré-
sonance et en dehors. Les conditions initiales sont choisies de la façon suivante :
J(0) est pris aléatoirement dans [3, 20] et x(0) et y(0) sont pris aléatoirement
dans [−1, 1]. Les bornes pour J(0) sont choisies de telle façon que susam-
ment de conditions initiales soient réelles (donc J(0) n'est pas trop grand) et
non chaotiques dans le cas résonant (donc J(0) n'est pas trop petit). 100 000
conditions initiales sont créées (mais seules les conditions initiales réelles parmi
celles-ci sont intégrées) et le temps prédéterminé est de 10 000 ans.
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Figure 6.3  Distribution des temps de résidence (à l'échelle logarithmique)
de 100 000 astéroïdes dans la sphère de Hill du CM dans le problème de Hill
perturbé plan. Dans (a), le CM est dans la ceinture principale (R = 45 UA)
et dans (b), CM se trouve dans la résonance 3 : 2 avec Neptune (R = 39.4343
UA).
Les résultats obtenus sont présentés à la gure 6.3. Puisque le nombre d'or-
bites pour chaque classe est donné en échelle logarithmique, les astéroïdes sont
principalement séparés en deux catégories : les astéroïdes qui se séparent avant
2000 ans et les astéroïdes formant un binaire pendant plus de 20 000 ans. Ces
histogrammes ne montrent pas de réelles diérences entre les simulations dans
la résonance et celles en dehors, ce qui nous pousse à changer de modèle. Nous
aurions pu ajouter une excentricité au centre de masse des astéroïdes dans
le modèle de Hill perturbé mais nous avons préféré utiliser un modèle plus
complet : le problème des 2+2 corps.
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6.4 Le problème des 2+2 corps plan circulaire
Nous présentons ici le problème des 2+2 corps de Whipple et Szebehely
(1984) et Whipple et White (1985). Il s'agit d'un problème des 4 corps simplié
dans lequel Neptune suit une orbite keplerienne autour du Soleil tandis que les
deux astéroïdes interagissent entre eux tout en étant perturbés par le Soleil
et par Neptune. Nous commençons avec une version plane et circulaire de ce
problème.
6.4.1 Modèle
Le repère inertiel est centré sur le Soleil, l'axe x est choisi dans la direction
du centre de masse (CM) initial des deux astéroïdes et l'axe y est perpendicu-
laire à l'axe x dans le plan de rotation du CM. Les équations du mouvement
pour les coordonnées du premier astéroïde ~r1, du second ~r2 et de Neptune ~rN
sont (Whipple et Szebehely, 1984) :


~¨r1 = −GM~r1||~r1||3 −
Gm2(~r1 − ~r2)
||~r1 − ~r2||3 −
GM ′(~r1 − ~rN )
||~r1 − ~rN ||3 ,
~¨r2 = −GM~r2||~r2||3 −
Gm1(~r2 − ~r1)
||~r2 − ~r1||3 −
GM ′(~r2 − ~rN )
||~r2 − ~rN ||3 ,
~¨rN = −G(M +M
′)~rN
||~rN ||3 ,
(6.8)
où G est la constante de gravitation et M, M ′, m1 et m2 sont respectivement
la masse du Soleil, de Neptune, du premier astéroïde et du second.
Nous introduisons les normalisations (6.1) pour simplier le problème :
ω(0) = 1,
m = m1 +m2 = 3,
G = 1.
(6.9)
où ω(t) est la norme de la vitesse angulaire du CM autour du Soleil (non néces-
sairement constante cette fois-ci). Nous utiliserons à nouveau le rayon de Hill
toujours égal à 1.
6.4.2 Conditions initiales
L'orbite initiale de Neptune, qui est keplerienne, est décrite en coordonnées
kepleriennes et transformée par la suite en coordonnées cartésiennes. Pour le
cas Neptune-circulaire, le demi-grand axe initial est égal à 30.0940 UA et l'ex-
centricité est nulle. Pour le cas Neptune-excentrique, le demi-grand axe initial
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est égal à 27.5 UA et l'excentricité à 0.3. Dans tous les cas, la longitude du péri-
centre et l'anomalie moyenne sont égales à 0. Nous avons vérié que les résultats
étaient similaires avec une longitude du péricentre ou une anomalie moyenne
non nulle. Les conditions initiales du CM sont données en coordonnées keple-
riennes et puis transformées en coordonnées cartésiennes. L'excentricité initiale
est, pour l'instant, égale à 0 et le demi-grand axe dépend des cas étudiés (selon
que le binaire est dans la résonance 3 : 2 avec Neptune ou pas). La longitude
du péricentre et l'anomalie moyenne sont égales à 0 (pour rappel, l'axe des x
est dans la direction du CM initial).
Nous considérons la position initiale des astéroïdes :
~r1 = ~rCM + ~y1,
~r2 = ~rCM + ~y2,
(6.10)
où ~rCM est le vecteur position du CM (ce vecteur au temps initial est déjà
déterminé) et ~y1 = (x1, y1) et ~y2 = (x2, y2) sont liés entre eux par la relation
m1~y1+m2~y2 = 0. Pour les vecteurs initiaux ~y1 et ~y2, nous travaillons à l'échelle
locale et nous considérons que les deux astéroïdes forment un problème des deux
corps autour de leur CM mutuel. Avec cette hypothèse, l'énergie "locale" pour
le premier astéroïde (correspondant à l'énergie du problème des deux corps),
dénie par :
E =
1
2
(x˙21 + y˙
2
1)−
Gm32
(m1 +m2)2
1
||~y1|| , (6.11)
reste constante. Nous travaillons de nouveau avec m1 = m2. Avec les normali-
sations (6.9), l'énergie s'écrit :
E =
1
2
(x˙
2
1 + y˙
2
1)−
m31
9
1
||~y1||
, (6.12)
où les barres représentent des variables normalisées (les barres seront omises à
partir d'ici). Les conditions initiales pour les astéroïdes sont calculées en deux
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étapes. D'abord, nous xons l'énergie initiale E et x1(0) et y1(0) sont choisis
entre −0.5 et 0.5 (pour que ||~y1(0)−~y2(0)|| ≤ 1 et donc que les deux astéroïdes
soient dans leur sphère de Hill mutuelle). Nous choisissons ensuite x˙1(0) = 0 et
y˙1(0) doit satisfaire l'intégrale d'énergie (6.12) :
y˙1(0) =
√
2E +
2m31
9
1
||~y1(0)|| . (6.13)
Les commentaires concernant l'équation (6.13) sont similaires à ceux donnés
pour l'équation (6.7).
Les masses sont toujours xées à 1.98892 × 1030 kg pour le Soleil (M),
1.02410 × 1026 kg pour Neptune (M ′) et 2.0 × 1018 kg pour les astéroïdes
(m1 et m2). Les résultats sont similaires pour des masses plus faibles, jusqu'à
2.0× 1017 kg au moins.
6.4.3 Cartes de MEGNO avec le problème des 2+2 corps
plan circulaire
Dans cette section, nous présentons des cartes de MEGNO pour le problème
des 2 + 2 corps plan et circulaire (avec le CM dans la résonance 3 : 2 avec Nep-
tune ou dans la ceinture classique). Pour les cartes, chaque point d'une grille
de 250× 250 conditions initiales correspond à la valeur du MEGNO associé à
l'orbite après 10 000 ans avec un pas d'une heure. Comme pour le problème de
Hill perturbé, les valeurs positives de x dans chaque graphique correspondent
à des orbites progrades alors que les négatives correspondent à des orbites ré-
trogrades.
An de déterminer les diérences de stabilité entre les orbites dans la ré-
sonance 3 : 2 avec Neptune et celles en dehors, nous construisons des cartes
de MEGNO du problème des 2+2 corps avec le centre de masse de l'astéroïde
dans la résonance ou dans la ceinture classique. Nous nous intéressons dans un
premier temps au cas Neptune-circulaire. Dans la résonance, le rayon R est égal
à 39.4343 UA et nous choisissons R = 45 UA pour analyser la situation dans
la ceinture de Kuiper classique (les résultats sont similaires avec R = 40 UA).
Les résultats sont présentés à la gure 6.4. Nous pouvons premièrement ana-
lyser les cartes en dehors de la résonance (c'est-à-dire les cartes de gauche) :
pour les orbites progrades, la carte est composée d'orbites très régulières pour
des petites valeurs de E (carte (e)). Lorsque E augmente (carte (c)), quelques
zones chaotiques et d'échappées apparaissent, menant à une carte principale-
ment d'orbites échappées pour des valeurs plus grandes de E (carte (a)). Au
dessus de E ∼ −0.7, aucune orbite prograde n'est régulière. Les orbites ré-
trogrades ne sont pas autant inuencées par la valeur de E que les orbites
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progrades.
Si nous comparons à présent les cartes en dehors et dans la résonance, nous
pouvons observer l'inuence de la résonance sur certaines orbites, en particu-
lier pour E = −0.75. Certaines orbites sont plus stables (avec une valeur du
MEGNO de 0) dans la résonance mais il y a surtout plus d'orbites chaotiques
et d'orbites s'échappant de la sphère de Hill. Pour E aux alentours de −0.75,
les zones stables progrades sont complètement détruites. Ceci nous amène à
penser qu'un proto-binaire a moins de chance d'être créé dans le cas résonant.
La même gure peut être réalisée dans le cas Neptune-excentrique. Le rayon
R est alors égal à 36.0352 UA dans la résonance et à 40 UA dans la ceinture
classique. Les résultats sont présentés à la gure 6.5. Les cartes ne présentent
pas beaucoup de diérences selon la position du centre de masse par rapport
à la résonance. Ceci n'est donc pas susant pour expliquer l'absence de binaires.
Nous allons à présent calculer les temps de résidence pour voir si ces résul-
tats conrment ce que nous déduisons des cartes de MEGNO.
6.4.4 Temps de résidence avec le problème des 2+2 corps
plan et circulaire
Dans les simulations de Monte Carlo, E est choisi aléatoirement dans l'in-
tervalle [−3,−0.4] et x1(0) et y1(0) aléatoirement dans l'intervalle [−0.5, 0.5].
Les bornes de E ont été choisies de telle sorte qu'il y ait assez de conditions
initiales réelles (donc E ne doit pas être trop grand) et que ces conditions ini-
tiales mènent à susamment d'orbites non chaotiques dans le cas non résonant
(donc E ne doit pas être trop petit). Le temps prédéterminé est de 10 000 ans
(dans le futur et dans le passé).
Des histogrammes des temps de résidence dans la résonance et dans la
ceinture classique (pour 100 000 conditions initiales) sont présentés à la -
gure 6.6 pour le cas Neptune-circulaire et à la gure 6.7 pour le cas Neptune-
excentrique. L'échelle pour les temps de résidence est logarithmique. Les as-
téroïdes se scindent en trois grandes catégories : les binaires qui quittent la
sphère de Hill en moins de 2000 ans, les binaires restant couplés entre 2000 et
20 000 ans et les astéroïdes qui restent dans la sphère de Hill pendant au moins
20 000 ans (en rouge). Cette dernière catégorie correspond principalement à
des binaires dans une zone stable qui n'ont pas été (et ne seront pas) détruits ;
ils ne peuvent donc pas être des binaires récemment formés (c'est pour cette
raison que ce bâton est représenté en rouge). La deuxième catégorie représente
seulement un petit nombre d'orbites par rapport au nombre total de conditions
initiales. Pratiquement toutes les orbites capturées sont dans la première caté-
gorie, ce qui signie que les astéroïdes restent couplés pendant moins de 2000
ans. La distribution du nombre d'orbites dans les trois catégories est donnée
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Figure 6.4  Cartes de MEGNO du problème des 2+2 corps pour le cas
Neptune-circulaire. Les cartes de gauche ont été réalisées avec le CM dans
la ceinture classique (R = 45 UA) et celles de droite avec le CM dans la réso-
nance (R = 39.4343 AU). Les valeurs de l'énergie initiale E sont, de haut en
bas : -0.5, -0.75 et -1.5.
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Figure 6.5  Cartes de MEGNO du problème des 2+2 corps pour le cas
Neptune-excentrique. Les cartes de gauche sont réalisées avec le CM dans la
ceinture classique (R = 40 UA) et celles de droites avec le CM dans la réso-
nance (R = 36.0352 UA). Les valeurs de l'énergie initiale E sont de haut en
bas : -0.5, -0.75 et -1.5.
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dans la Table 6.1. Ces résultats sont cohérents par rapport aux cartes de chaos.
En eet, si nous simplions, pour le cas Neptune-circulaire, quelques orbites
stables (troisième catégorie) dans la ceinture classique deviennent chaotiques
(deuxième catégorie) ou s'échappent (première catégorie) dans la résonance.
Cependant, ces changements sont relativement faibles. Pour le cas Neptune-
excentrique, il y a encore moins de diérences. Ceci nous pousse à introduire
une autre inuence de la résonance dans le modèle : une excentricité initiale
non nulle pour le CM.
Figure 6.6  Distribution des temps de résidence (en échelle logarithmique) de
100 000 astéroïdes dans la sphère de Hill du CM (avec une excentricité nulle)
avec le problème des 2+2 corps plan pour le cas Neptune-circulaire. Dans (a),
le CM est dans la ceinture classique (R = 45 UA) et dans (b), le CM est dans
la résonance (R = 39.4343 UA). Ces congurations sont identiques à celles des
cartes de MEGNO de la Fig. 6.4.
6.5 Le problème des 2+2 corps plan excentrique
Les résonances en moyen mouvement entre une planète et un astéroïde ont
en général comme eet l'augmentation de l'excentricité de l'astéroïde. Ceci est
conrmé pour la résonance 3 : 2 avec Neptune dans la population de la cein-
ture de Kuiper, comme la gure 6.8 le montre. En eet, cette gure présente
les excentricités (par rapport aux demi-grands axes) des objets transneptu-
niens présents dans la base de données du Minor Planet Center. Nous pouvons
clairement voir que, dans la résonance (à environ 39.4 UA), les excentricités
sont principalement concentrées dans l'intervalle [0.1 ; 0.35]. Ce phénomène est
aussi conrmé par Malhotra et al. (2000) et par Hahn et Malhotra (2005) par
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Figure 6.7  Distribution des temps de résidence (en échelle logarithmique) de
100 000 astéroïdes dans la sphère de Hill du CM (avec une excentricité nulle)
avec le problème des 2+2 corps plan pour le cas Neptune-excentrique. Dans (a),
le CM est dans la ceinture classique (R = 40 UA) et dans (b), le CM est dans
la résonance (R = 36.0352 UA). Ces congurations sont identiques à celles des
cartes de MEGNO de la Fig. 6.5.
Table 6.1  Pourcentage de binaires dans chaque catégorie des temps de ré-
sidence pour tous les cas étudiés avec le problème des 2+2 corps. La première
catégorie correspond aux binaires qui quittent la sphère de Hill en moins de
2000 ans, la deuxième aux binaires qui restent couplés entre 2000 et 20 000
ans et la dernière aux astéroïdes qui restent dans la sphère de Hill pendant
au moins 20 000 ans. Les numéros des gures liées à ces données sont notés à
droite.
Cat. 1 Cat. 2 Cat. 3 Fig.
Cas Neptune-circulaire plan
Non résonant et eCM= 0 51.8 1.2 47.0 6.6 ; 6.12
Résonant et eCM= 0 52.8 2.9 44.3 6.6
Résonant et eCM= 0.3 69.7 7.3 23.0 6.12
Cas Neptune-excentrique plan
Non résonant et eCM= 0 52.8 1.7 45.5 6.7 ; 6.13
Résonant et eCM= 0 52.4 1.5 46.1 6.7
Résonant et eCM= 0.3 70.3 5.6 24.1 6.12
Cas Neptune-circulaire non-plan
Non résonant et eCM= 0 81.3 5.3 13.4 6.15
Résonant et eCM= 0.3 89.8 4.7 5.5 6.15
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exemple. Ces articles montrent clairement des excentricités plus larges pour les
objets en résonance en moyen mouvement avec Neptune et spécialement des
excentricités jusqu'à 0.35 pour la résonance 3 : 2.
Figure 6.8  Distribution des excentricités par rapport aux demi-grands
axes des objets transneptuniens actuellement connus. La localisation de la
résonance 3 : 2 et la position des binaires transneptuniens connus (dont
les composantes sont de tailles équivalentes) sont également présentées. Ces
données proviennent du Minor Planet Center et de la base de données
http ://www.johnstonsarchive.net/astro/astmoontable.html.
6.5.1 Cartes de MEGNO dans le cas plan excentrique
En supposant des excentricités comparables à celles observées pour les Plu-
tinos, nous intégrons les équations du mouvement et nous réalisons des cartes
de MEGNO. Comme nous nous intéressons à la dernière étape de la migration
de Neptune, nous supposons que l'augmentation de l'excentricité des objets
capturés en résonance est à peu près terminée. Des cartes de MEGNO pour
deux valeurs diérentes de E et pour des excentricités initiales du CM de 0,
0.1 et 0.3 sont comparées sur les gures 6.9 et 6.10, respectivement pour le cas
Neptune-circulaire et Neptune-excentrique.
Avec une excentricité initiale de 0.3, presque toutes les orbites s'échappent
ou sont chaotiques, surtout dans le cas Neptune-circulaire. Les zones de sta-
bilité sont totalement détruites autant pour les orbites progrades que pour les
rétrogrades, ce qui suggère que peu d'astéroïdes binaires peuvent se créer dans
la résonance 3 : 2 si l'excentricité du centre de masse est grande.
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Figure 6.9  Cartes de MEGNO du problème des 2+2 corps avec le CM dans
la résonance (R = 39.4343 UA) pour le cas Neptune-circulaire. La valeur de
l'énergie initiale E est -0.75 pour les cartes du haut et -1.5 pour les cartes du
bas. L'excentricité initiale du CM est, de gauche à droite : 0, 0.1 et 0.3.
Figure 6.10  Cartes de MEGNO du problème des 2+2 corps avec le CM dans
la résonance (R = 36.0352 UA) pour le cas Neptune-excentrique. La valeur
de l'énergie initiale E est -0.75. L'excentricité initiale du CM est, de gauche à
droite : 0, 0.1 et 0.3.
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Remarquons que pour les orbites stables, l'excentricité du CM reste proche
de sa valeur initiale pendant toute l'intégration. Par exemple, la variation d'une
excentricité initiale de 0.1 est d'à peu près 0.012 avec une période de 9000 ans.
Le comportement chaotique ou d'échappée des orbites provient principale-
ment de l'excentricité du CM et pas de l'inuence directe de la résonance. Ceci
est montré à la gure 6.11 qui présente les mêmes cartes de MEGNO qu'à la
gure 6.9 mais avec le CM en dehors de la résonance. Peu de binaires peuvent
donc être créés avec une grande excentricité. Évidemment, des astéroïdes ex-
centriques sont aussi présents dans d'autres régions de la ceinture de Kuiper
mais en plus petit nombre (voir gure 6.8). La ceinture classique est principale-
ment composée d'astéroïdes sur une orbite quasi-circulaire. D'ailleurs, la gure
6.8 montre que la ceinture de Kuiper contient seulement un petit nombre de
binaires de tailles proches avec une grande excentricité (proportionnellement au
nombre de binaires détectés). Ces résultats suggèrent que la proportion d'asté-
roïdes binaires créés dans la résonance 3 : 2 sera plus petite que dans la ceinture
classique.
Figure 6.11  Même gure que la gure 6.9 mais avec le CM dans la ceinture
classique (R = 45 UA).
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6.5.2 Temps de résidence dans le cas plan excentrique
Nous réalisons à présent des histogrammes des temps de résidence d'as-
téroïdes binaires avec un CM initialement excentrique. Pour le cas Neptune-
circulaire, les résultats sont présentés à la gure 6.12 pour le cas non résonant
et non excentrique à gauche et pour le cas résonant avec une excentricité initiale
de CM de 0.3 à droite. Des graphiques similaires sont présentés à la gure 6.13
pour le cas Neptune-excentrique. La distribution des nombres d'orbites dans les
trois catégories est aussi donnée dans la table 6.1.
Figure 6.12  Distribution des temps de résidence (en échelle logarithmique)
de 100 000 astéroïdes dans la sphère de Hill du CM avec le problème des 2+2
corps plan pour le cas Neptune-circulaire. Dans (a), le CM est dans la ceinture
classique (R = 45 UA) avec une excentricité nulle et dans (b), le CM est dans
la résonance (R = 39.4343 UA) et l'excentricité initiale du CM est 0.3. Ces
congurations sont identiques à celles des cartes de MEGNO de la Fig. 6.9.
Les astéroïdes formant un proto-binaire pendant plus de 20 000 ans sont
deux fois moins nombreux dans le cas résonant excentrique que dans le cas non
résonant circulaire. Ceci renforce la conclusion tirée des cartes de MEGNO :
pratiquement toutes les zones stables dans le cas non résonant circulaire de-
viennent des zones d'échappées ou des zones chaotiques dans le cas résonant
excentrique. Cela signie que le nombre d'astéroïdes binaires dans la première
et dans la deuxième catégorie augmente dans le cas résonant excentrique. Ce-
pendant, le nombre de binaires dans la deuxième catégorie reste une petite
portion du nombre total de particules tests. Ces résultats supportent donc
l'idée qu'il y a vraiment moins de zones stables pour les astéroïdes binaires
dans la résonance 3 : 2 que dans la ceinture classique.
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Figure 6.13  Distribution des temps de résidence (en échelle logarithmique)
de 100 000 astéroïdes dans la sphère de Hill du CM avec le problème des 2+2
corps plan pour le cas Neptune-excentrique. Dans (a), le CM est dans la ceinture
classique (R = 40 UA) avec une excentricité nulle et dans (b), le CM est dans
la résonance(R = 36.0352 UA) et l'excentricité initiale du CM est 0.3. Ces
congurations sont identiques à celles des cartes de MEGNO de la Fig. 6.10.
6.6 Le problème des 2+2 corps non-plan excen-
trique
Nous allons aussi analyser ce que deviennent nos résultats dans le cas tridi-
mensionnel. La gure 6.14 montre les inclinaisons (en fonction des demi-grands
axes) des objets transneptuniens présents dans la base de données du Minor
Planet Center. Les objets de la résonance 3 : 2 avec Neptune (à environ 39.4
UA) couvrent un grand intervalle d'inclinaisons. An d'analyser l'eet de l'in-
clinaison sur nos résultats, nous allons inclure la troisième dimension et choisir
une inclinaison initiale aléatoire pour le CM héliocentrique (entre 0◦ et 60◦)
ainsi que pour l'orbite mutuelle (aussi entre 0◦ et 60◦). Les résultats sont pré-
sentés à la gure 6.15 et dans la table 6.1 pour le cas Neptune-circulaire pour
le cas non résonant, non excentrique et pour le cas résonant excentrique. Les
résultats pour le cas Neptune-excentrique sont similaires.
Avec l'inclinaison, le nombre de binaires couplés pendant au moins 20 000
ans diminue dans les deux cas. Cependant, le rapport entre le nombre de bi-
naires couplés pendant au moins 20 000 ans dans le cas résonant et dans le cas
non résonant est à peu près le même que dans le cas plan. Nous pouvons donc
en déduire que les conclusions tirées du cas plan sont encore valides dans le cas
non-plan.
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Figure 6.14  Distribution des inclinaisons par rapport aux demi-grands axes
des objets transneptuniens actuellement connus. La localisation de la résonance
3 : 2 est également présentée. Ces données proviennent du Minor Planet Center.
Figure 6.15  Même gure que la Fig. 6.12 mais dans le cas non-plan.
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6.7 Conclusion
Le but de ce chapitre était de fournir des pistes pour expliquer le très petit
nombre d'astéroïdes binaires parmi les Plutinos. Nous avons supposé que la
formation des binaires a eu lieu in situ (au sein de l'actuelle ceinture de Kui-
per) lorsque l'excentricité de Neptune était en phase d'amortissement (selon le
modèle de Nice). Les résultats avec le problème de Hill perturbé ne sont pas
concluants. En utilisant l'approximation des 2+2 corps de Whipple et Szebe-
hely (1984); Whipple et White (1985), nous avons pris en compte le fait que
la résonance 3 : 2 augmente l'excentricité du centre de masse des astéroïdes.
Nous avons eectué des intégrations numériques du mouvement de particules
tests à l'intérieur de leur sphère de Hill commune an de déterminer si elles
forment ou non un binaire. Nous avons tracé des cartes de MEGNO et des
histogrammes des temps de résidence de particules tests dans la résonance et
en dehors de celle-ci pour deux périodes de formation diérentes (appelées ici
les cas Neptune-circulaire et Neptune-excentrique).
Les cartes de MEGNO ont montré que, pour les deux époques, les zones
stables présentes dans le cas non résonant étaient presque entièrement détruites
dans le cas résonant excentrique. Ceci signie que deux astéroïdes ne peuvent
pas facilement former un binaire stable sur une longue durée. De plus, les his-
togrammes des temps de résidence ont montré que beaucoup moins de binaires
restent couplés pendant plus de 20 000 ans dans la région des Plutinos.
Puisque les résultats sont similaires pour les deux époques considérées, nous
concluons que nos résultats sont valides depuis la dernière rencontre proche de
Neptune avec Uranus (quelques centaines de millions d'années après la dissi-
pation du disque de gaz) jusqu'à nos jours.
Nos résultats indiquent qu'une paire d'astéroïdes dans la résonance a moins
de chance de former un binaire qu'un couple à l'extérieur de la résonance. De
surcroît, plus l'excentricité de leur CM est grande, plus petite est la probabilité
de formation d'un binaire. Ceci signie que des objets formés ou capturés depuis
longtemps dans des résonances ne vont plus produire beaucoup de binaires. Les
quelques binaires observés dans la résonance 3 : 2 sont donc probablement de
vieux binaires robustes qui ont évité les rencontres proches avec Neptune et qui
terminent capturés dans la résonance, après que l'excentricité de Neptune ait
diminué.
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Chapitre 7
Le potentiel d'interaction dans le
formalisme des tenseurs STF :
application aux astéroïdes doubles
7.1 Introduction
Ce chapitre présente une application du potentiel mutuel développé à l'aide
des tenseurs STF à un astéroïde double : le système (66391) 1999 KW4. La
binarité de cet astéroïde a été découverte en 2001 par des observations radar
(Benner et al., 2001), même si ce système avait déjà été observé photomé-
triquement plus tôt (Pravec et Sarounova, 2001). 1999 KW4 est un astéroïde
géocroiseur et aussi un objet potentiellement dangereux (PHO). Une estimation
de la forme des deux astéroïdes composant ce binaire, appelés ici Alpha et Bêta
(Alpha étant le plus massif des deux), de leur rotation et des éléments orbitaux
de leur orbite mutuelle a été réalisée par Ostro et al. (2006) et Scheeres et al.
(2006). La dynamique du système a aussi été étudiée en détail par Fahnestock
et Scheeres (2008) grâce à l'approche polyédrale du problème des deux corps.
Notre modèle s'applique particulièrement bien à ce système puisque les deux
corps ont des formes très irrégulières et qu'il y a un échange important entre
l'énergie rotationnelle et l'énergie translationnelle (voir Fahnestock et Scheeres
(2008)). Nous allons étudier ce système avec le formalisme des tenseurs STF et
comparer nos résultats avec ceux de Fahnestock et Scheeres (2008).
Le but principal de ce chapitre est la validation de notre méthode et pas
l'étude précise du système (66391) 1999 KW4.
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7.2 Modèle et conditions initiales
An de comparer nos résultats avec ceux de Fahnestock et Scheeres (2008),
nous prenons les mêmes hypothèses : nous ne considérons aucune force exté-
rieure au système. Nous ne prenons donc en compte ni la rotation du système
autour du Soleil, ni la perturbation des planètes proches.
Pour rappel, le potentiel d'interaction gravitationnelle mutuelle de deux
corps B1 et B2 est déni par (1.27) :
V1−2 = GM1M2
∞∑
l1=0
l1∑
m1=−l1
∞∑
l2=0
l2∑
m2=−l2
Rl11 R
l2
2
(
MRt,1l1,m1M
Rt,2
l2,m2
(−1)l1
γl1,m1l2,m2
Yl1+l2,m1+m2(θ12, φ12)
rl1+l2+112
)
,
où :
 ~z2−~z1 est le vecteur reliant le corps B1 au corps B2 dont les coordonnées
sphériques sont notées (r12, θ12, φ12),
 γl1,m1l2,m2 est un coecient ne dépendant que de l1,m1, l2 et m2 donné par :
γl,mj,k =
√
2l + 1
(l +m)!(l −m)!
2j + 1
(j + k)!(j − k)!
(l + j −m− k)!(l + j +m+ k)!
4pi(2l + 2j + 1)
Les coecientsMRtl,m sont calculés pour les deux corps en utilisant les équa-
tions (1.21), (1.22), (1.23) et (1.29) du chapitre 1 basées sur les coecients du
développement en harmoniques sphériques. Ceux-ci sont calculés comme expli-
qué dans la section 2.4 en utilisant le logiciel SHTOOLS. Les modèles de forme
utilisés pour les deux astéroïdes du système (66391) 1999 KW4 proviennent
du Jet Propulsion Laboratory de la NASA
1
. Nous calculons les coecients des
harmoniques sphériques de la forme des deux corps jusqu'au degré et à l'ordre
20. Cependant, nous n'utilisons dans les intégrations numériques que les coef-
cients jusqu'au degré et ordre 4. En eet, un développement en harmoniques
sphériques de degré et ordre 6 ne modie pas les périodes et l'allure générale
des graphiques de la gure 7.1 et un développement d'ordre supérieur serait
trop coûteux en temps de calcul. Les coecients jusqu'au degré et ordre 4 sont
présentés dans la table 7.1.
Nous dénissons un repère droitier inertiel, noté F , centré sur le centre de
masse de Alpha et dont l'axe X est dans la direction initiale de Bêta, l'axe Z
est perpendiculaire au plan orbital initial de Bêta autour de Alpha et l'axe Y
est orthogonal aux deux autres. Les propriétés principales du modèle nominal
1. Ces modèles de forme sont disponibles aux adresses http://echo.jpl.nasa.gov/
asteroids/shapes/kw4a.obj et http://echo.jpl.nasa.gov/asteroids/shapes/kw4b.obj
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Table 7.1  Coecients principaux des harmoniques sphériques des deux com-
posantes de (66391) 1999 KW4.
Pour Alpha :
Degré (n) Ordre (m) Cn,m Sn,m
2 0 −0.6690× 10−1 0
2 1 0.3035× 10−4 −0.2391× 10−4
2 2 0.4850× 10−2 0.2118× 10−6
3 0 −0.8729× 10−2 0
3 1 −0.4553× 10−2 −0.6835× 10−2
3 2 0.7255× 10−3 −0.2109× 10−3
3 3 0.4230× 10−3 0.2273× 10−3
4 0 0.4680× 10−1 0
4 1 −0.3140× 10−4 0.2607× 10−2
4 2 −0.1441× 10−3 0.2361× 10−3
4 3 −0.1331× 10−4 0.1547× 10−4
4 4 0.1422× 10−4 −0.1532× 10−4
Pour Bêta :
Degré (n) Ordre (m) Cn,m Sn,m
2 0 −0.2275 0
2 1 0.8695× 10−4 −0.3681× 10−3
2 2 0.5391× 10−1 −0.1941× 10−3
3 0 −0.1079× 10−2 0
3 1 −0.3595× 10−2 0.3621× 10−2
3 2 −0.9628× 10−3 −0.3598× 10−3
3 3 −0.1864× 10−2 0.9309× 10−4
4 0 0.9372× 10−1 0
4 1 −0.1851× 10−2 −0.3506× 10−3
4 2 −0.5599× 10−2 0.8713× 10−4
4 3 −0.2013× 10−3 −0.1760× 10−3
4 4 0.6153× 10−4 −0.5308× 10−4
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Table 7.2  Propriétés principales du modèle nominal pour KW4 (tirées de
Ostro et al. (2006) pour le rayon moyen et de Fahnestock et Scheeres (2008)
pour les autres données).
Paramètre (unité) Alpha Bêta
Masse (1012 kg) 2.353 0.135
Rayon moyen (km) 0.6585 0.2255
Premier moment d'inertie (normalisé par la masse) Ix (km
2
) 0.1648 0.01608
Deuxième moment d'inertie (normalisé par la masse) Iy (km
2
) 0.1726 0.02374
Troisième moment d'inertie (normalisé par la masse) Iz (km
2
) 0.1959 0.02799
Table 7.3  Angles d'Euler 3-1-3 des deux composantes de (66391) 1999 KW4
(calculés à partir des angles d'Euler 3-2-3 de Fahnestock et Scheeres (2008)).
Pour Alpha Pour Bêta
ψ(◦) θ(◦) φ(◦) ψ(◦) θ(◦) φ(◦)
Relaxé 117.04 0.0 -173.93 90.0 0.0 90.0
Excité 117.04 10.0 -173.93 90.0 0.0 90.0
de KW4 sont présentées dans la table 7.2. Nous choisissons deux jeux de condi-
tions initiales, utilisées dans Fahnestock et Scheeres (2008), ayant des niveaux
d'excitation d'énergie diérents : une conguration relaxée et une conguration
excitée. Ces conditions initiales sont deux exemples de congurations possibles
du système en accord avec les données connues. Pour les deux congurations, le
demi-grand axe initial de Bêta autour de Alpha vaut 2540.5 m et nous prenons
i = Ω = ω = 0 puisque l'orientation initiale du système complet n'a aucune
inuence sur la dynamique interne du système (car nous ne prenons en compte
aucune inuence extérieure). Dans le cas relaxé, l'excentricité e vaut 0.01125 et
l'anomalie moyenne M est 0◦. Dans le cas excité, e = 0.010 et M = 180◦. Les
angles d'Euler orientant chaque composante du binaire par rapport au repère
inertiel, avec la convention d'angles d'Euler 3-1-3 (ψ, θ, φ), sont donnés dans la
table 7.3. Pour les deux conditions initiales, l'axe de rotation initial de chaque
corps correspond à son axe de gure Z propre. La vitesse de rotation initiale de
Alpha est de 3125.4◦/jour et celle de Bêta est de 495.0◦/jour, ce qui est aussi
à peu près la vitesse orbitale de Bêta autour de Alpha. Cela signie que Bêta
est très proche de la résonance spin-orbite 1 : 1.
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7.3 Résultats
Nous intégrons le problème des deux corps rigides développé dans le for-
malisme des tenseurs STF (voir section 1.4.2). Les simulations ont été réalisées
avec NIMASTEP, présenté à la section 2.2, et avec un intégrateur Bulirsch-
Stoer à pas variables
2
. Le temps d'intégration est de 200 heures.
Les résultats de ces simulations sont présentés aux gures 7.1 et 7.2. La
gure 7.1 présente l'évolution des éléments orbitaux de l'orbite mutuelle dans
le repère inertiel F pour les cas relaxé et excité. Dans ces graphiques, nous re-
trouvons quelques périodes : les petites oscillations correspondent à la période
de rotation de Alpha, qui est de ∼ 2.76 heures. La période la plus visible est la
période orbitale de Bêta autour de Alpha (équivalente à la période de rotation
de Bêta), qui est de ∼ 17.45 heures. Enn, les grandes oscillations (seulement
visibles sur le demi-grand axe dans les deux cas et sur l'excentricité dans le
cas excité) sont dues à une excitation de la précession de Bêta (causée par les
oscillations rapides précédentes) avec une période de ∼ 188 heures (voir Fah-
nestock et Scheeres (2008)).
La gure 7.2 présente l'évolution de l'énergie totale et des énergies cinétique
et potentielle totales du système dans le cas excité. Comme nous pouvons le
voir, l'énergie totale est à peu près constante (avec des variations maximales
de l'ordre de 106 kgm2/s2) et il y a un échange réel entre l'énergie cinétique et
l'énergie potentielle. Ces variations sont plus faibles dans le cas relaxé.
7.4 Comparaison avec l'article de Fahnestock et
Scheeres (2008)
An de valider nos résultats, nous les comparons à ceux de Fahnestock et
Scheeres (2008) qui ont intégré le problème des deux corps rigides en utilisant le
potentiel polyédral pour approximer l'eet de la non-sphéricité des deux corps.
Les éléments orbitaux de l'orbite mutuelle calculés par Fahnestock et Scheeres
(2008) sont présentés à la gure 4 de leur article. Cependant, sur cette gure,
l'évolution des éléments orbitaux n'est pas donnée dans le même repère que le
nôtre. Le repère qu'ils utilisent est lié au vecteur de moment angulaire total
au temps initial. Ce vecteur s'écrit dans notre repère initial F (avec l'indice 1
pour Alpha et 2 pour Bêta) :
~K = ~K0 + ~K1 + ~K2, (7.1)
2. Cet intégrateur nous semble être le meilleur compromis entre précision et vitesse pour
cette étude. Il permet d'obtenir des solutions d'équations diérentielles ordinaires avec une
haute précision et, en comparaison avec d'autres intégrateurs classiques, avec peu d'eorts
de calcul. C'est précisément ce point qui nous a intéressé pour ce problème.
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Figure 7.1  Éléments orbitaux de l'orbite mutuelle (en considérant que Bêta
est en rotation autour de Alpha) dans le repère inertiel F pour les cas relaxé
et excité.
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Figure 7.2  Évolution de l'énergie totale et des énergies cinétique et poten-
tielle totales du système dans le cas excité.
où :

~K0 = A1(~R×m~˙R) est la composante de translation,

~K1 = A1I1~Ω1 est la composante de rotation de Alpha,

~K2 = A2I2~Ω2 est la composante de rotation de Bêta.
Pour la conguration relaxée, les trois parties du moment angulaire total,
~K0, ~K1 et ~K2, sont des vecteurs orthogonaux au plan orbital initial (car l'angle
d'Euler θ est nul pour Alpha et pour Bêta). Les deux repères sont donc les
mêmes (l'axe Z du repère F est dans la direction du moment angulaire total).
Ce n'est plus le cas avec la conguration excitée. Dans ce cas, on calculeK =
~K/|| ~K|| = (0.1205, 0.0615, 0.9908) dans notre repère inertiel. Le pourcentage
pour chaque composante est de 22% pour ~K0, 77% pour ~K1 et 0.1% pour ~K2.
L'ancien repère inertiel F est transformé en ce nouveau repère lié au moment
angulaire total, noté K, par deux rotations : premièrement, une rotation d'angle
φ autour du troisième axe et ensuite une rotation d'angle θ autour du premier
axe. Les axes { ~Kx, ~Ky, ~Kz} du repère K sont alors écrits en fonction des axes
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{ ~Fx, ~Fy, ~Fz} du repère F :
 ~Kx~Ky
~Kz

 =

 cosφ − sinφ 0sinφ cos θ cosφ cos θ − sin θ
sinφ sin θ cosφ sin θ cos θ



 ~Fx~Fy
~Fz

 .
Puisque l'axe
~Kz a la même direction que le vecteur de moment angulaire
total
~K, on résout les équations :

sinφ sin θ = 0.1205,
cosφ sin θ = 0.0615,
cos θ = 0.9908
an de calculer les angles φ et θ, ce qui donne φ = 62.95◦ et θ = 7.78◦. Ces
angles correspondent bien aux valeurs initiales des éléments orbitaux ω et i de
la gure 4 de Fahnestock et Scheeres (2008) pour le cas excité (en utilisant le
fait que M = 180◦ et en conséquence, ω est égal à 180◦ − φ = 117.05◦).
Nos éléments orbitaux peuvent à présent être écrits dans le repère K tout au
long de l'intégration. Le demi-grand axe, l'excentricité et l'anomalie moyenne
ne sont pas aectés par ce changement de repère. La diérence la plus notable
pour ces éléments entre nos intégrations et celles de Fahnestock et Scheeres
(2008) est le fait que la longue période de ∼ 188 heures est beaucoup plus
marquée dans leurs intégrations. Mis à part cela, les résultats sont similaires.
Pour les angles restants, nous retrouvons le même genre d'évolution que dans
Fahnestock et Scheeres (2008). Les évolutions de l'inclinaison et de la longitude
du n÷ud ascendant sont données à la gure 7.3 à titre d'exemple.
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Figure 7.3  Inclinaison et longitude du n÷ud ascendant pour l'orbite mutuelle
(en considérant que Bêta est en rotation autour de Alpha) dans le repère inertiel
K pour les cas relaxé et excité.
En conclusion, les comparaisons sont tout-à-fait satisfaisantes. Les petites
diérences (en particulier la période de ∼ 188 h qui est moins importante
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dans nos simulations) sont expliquées par le fait que les modèles utilisés sont
radicalement diérents. De plus, les simulations eectuées par Fahnestock et
Scheeres (2008) utilisent un modèle de forme complet et pas seulement un
développement en harmoniques sphériques de degré et ordre 4. Les résultats
obtenus valident notre méthode.
7.5 Conclusion
Ce chapitre permet de tester l'intégration du problème des deux corps ri-
gides développé dans le formalisme des tenseurs STF de la section 1.4. C'est
la première fois que ce formalisme est utilisé, à notre connaissance, pour des
astéroïdes binaires. Notre application à l'astéroïde binaire (66391) 1999 KW4
et la comparaison de nos résultats avec ceux de Fahnestock et Scheeres (2008)
nous montrent que ce formalisme est bien adapté à ce genre d'étude.
La prochaine étape de ce travail est l'application de ce formalisme à d'autres
systèmes doubles dont la dynamique n'a pas encore été étudiée en détail. On
pourrait ensuite ajouter aux équations du mouvement des eets dissipatifs,
comme l'eet de marée et de BYORP, plus facilement avec ce formalisme (voir
Mathis et Le Poncin-Latte (2009)).
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Conclusions et perspectives
Dans cette thèse, nous avons étudié la stabilité et l'évolution d'astéroïdes
multiples. Ce sujet de recherche est très varié étant donné la diversité des sys-
tèmes multiples rencontrés dans le système solaire. On distingue deux grandes
catégories : les satellites d'astéroïdes et les astéroïdes doubles. Cependant,
chaque catégorie comporte encore des systèmes très diérents les uns des autres
étant donné la masse des corps, leur forme, leur éloignement, leur situation dans
le système solaire,... Les perturbations à prendre en compte dièrent fortement
d'un cas à l'autre. Par exemple, l'étude de la dynamique d'un satellite d'asté-
roïde nécessite la prise en compte de la forme du primaire alors que ce n'est
pas forcément le cas pour l'étude de la formation des binaires de la ceinture
de Kuiper. De même, la rotation propre des corps doit être considérée dans les
équations du mouvement lorsqu'on étudie la dynamique d'un astéroïde double,
mais pas pour des satellites d'astéroïdes. On peut aussi étudier des choses très
diérentes à propos de ces systèmes comme la stabilité, la dynamique, la si-
tuation du système par rapport à des résonances, l'évolution dissipative, la
formation,...
Les systèmes rencontrés sont souvent complexes et nécessitent donc des
études très poussées et quasiment individualisées. Nous avons développé tout
au long de cette thèse des outils génériques qui donnent de nouvelles perspec-
tives d'analyse. Notre optique a été d'ouvrir plusieurs pistes et non de nous
focaliser sur un système d'astéroïdes multiples précis. Nous espérons que ces
diérentes avancées seront maintenant exploitées plus en détail dans d'autres
recherches et adaptées à chaque cas.
Nous avons eectué cinq études sur le sujet de la stabilité des astéroïdes
multiples. La première (chapitre 3) est la détection des résonances gravitation-
nelles entre un ellipsoïde en rotation constante et une masse ponctuelle. Cette
approche innovante (tant par l'utilisation du MEGNO comme indicateur de sta-
bilité que par le choix des paramètres xés) a permis d'identier des courbes
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de résonance exacte dans le plan des demi-axes de l'ellipsoïde. Elle donne aussi
une expression approximée simple du déplacement (par rapport à la résonance
exacte) dû à la forme de l'ellipsoïde.
La deuxième étude (chapitre 4) est la détermination des résonances prin-
cipales entourant le système triple (87) Sylvia (et les autres systèmes triples
connus par la suite). Nous avons conclu que tous les systèmes triples étudiés
se trouvent dans une zone stable et, à l'exception de (216) Kleopatra, entre les
résonances en moyen mouvement 2 : 1 et 3 : 1. L'évolution de ces systèmes par
les eets de marée et de BYORP a ensuite été analysée (chapitre 5). Une étude
plus poussée de ces 5 systèmes triples serait probablement utile pour connaître
leur évolution, tant les futurs possibles sont nombreux.
Dans la partie traitant des astéroïdes doubles, nous avons étudié une ques-
tion précise à propos de la formation des binaires de la ceinture de Kuiper (cha-
pitre 6) : pourquoi y a-t-il si peu d'astéroïdes binaires parmi les Plutinos ? Notre
approche montre que l'excentricité du centre de masse d'un proto-binaire (plus
élevée à cause de la résonance en moyen mouvement avec Neptune) pourrait ex-
pliquer ce phénomène. Une étude plus complète du mécanisme de formation de
ces binaires pourrait conrmer cette conclusion. Enn, la dernière étude eec-
tuée (chapitre 7) est l'utilisation du potentiel d'interaction dans le formalisme
des tenseurs STF pour étudier le système double (66391) 1999 KW4. Celle-ci
nous a permis de valider notre méthode et de montrer qu'elle est bien adaptée
à l'étude d'astéroïdes doubles.
Il y a de nombreuses perspectives à ce travail. Épinglons-en quelques-unes :
 Tous les systèmes triples étudiés (sauf Kléopatra) se situent entre les ré-
sonances en moyen mouvement 3 : 1 et 2 : 1. Il serait alors intéressant
de faire une étude particulière de cette zone an de voir si elle a un
statut particulier, en terme de stabilité dynamique. Nous pourrions, par
exemple, analyser la stabilité d'objets initialement situés dans d'autres
régions, pour déterminer si cette condition est importante ou s'il s'agit
d'un hasard.
 Les phénomènes dissipatifs agissant sur les satellites d'astéroïdes ne sont
pas encore assez connus. Une étude détaillée de l'évolution dissipative
des satellites des principaux systèmes binaires pourrait apporter beau-
coup d'informations sur l'évolution de ce genre de systèmes.
 Une étude plus complète de la formation des astéroïdes binaires dans la
ceinture de Kuiper, avec l'hypothèse du modèle de Nice, permettrait de
conrmer notre théorie selon laquelle le petit nombre de binaires parmi
les Plutinos est dû à l'augmentation de l'excentricité du centre de masse
du binaire provoqué par la résonance.
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 Le potentiel d'interaction dans le formalisme des tenseurs STF est bien
adapté à l'étude des astéroïdes doubles. Il pourrait être facilement com-
plété an de prendre en compte des eets dissipatifs.
Dans la compréhension des astéroïdes multiples, beaucoup de travail a déjà
été réalisé mais beaucoup reste encore à faire. La découverte fréquente de nou-
veaux systèmes et la proportion que prennent ceux-ci parmi la population des
astéroïdes élargissent encore largement le champ d'investigation.
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Annexe A
Force et matrice jacobienne du
potentiel intégral
Nous calculons, dans un premier temps, la force induite par le potentiel
intégral (1.11) qui est donnée par les dérivées partielles de V . Notons que λ1
dépend de x1, x2 et x3. On considère :
V (x1, x2, x3) = V
∗(x1, x2, x3, λ1(x1, x2, x3)) = −3
2
GM
∫ +∞
λ1
f(s, x1, x2, x3)ds,
où
f(s, x1, x2, x3) =
(
1− x
2
1
s2
− x
2
2
s2 − h2 −
x23
s2 − k2
)
1√
s2 − h2√s2 − k2 ,
alors, ∀i ∈ {1, 2, 3},
∂V
∂xi
=
∂V ∗
∂xi
(x1, x2, x3, λ1 = cste) +
∂V ∗
∂λ1
∂λ1
∂xi
= −3
2
GM
∫ +∞
λ1
∂f
∂xi
(s, x1, x2, x3) ds+
3
2
GM f(λ1, x1, x2, x3)
∂λ1
∂xi
.
Or f(λ1, x1, x2, x3) = 0 car λ1 est racine de 1− x
2
1
s2 − x
2
2
s2−h2 − x
2
3
s2−k2 . Donc,
nous avons :
∂V
∂xi
= −3
2
GM
∫ +∞
λ1
∂
∂xi
[(
1− x
2
1
s2
− x
2
2
s2 − h2 −
x23
s2 − k2
)
1√
s2 − h2√s2 − k2
]
ds,
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ce qui nous amène aux composantes de la force :
Fx1 = −
∂V
∂x1
= −3x1GM
∫ +∞
λ1
ds
s2(s2 − h2)1/2(s2 − k2)1/2 ,
Fx2 = −
∂V
∂x2
= −3x2GM
∫ +∞
λ1
ds
(s2 − h2)3/2(s2 − k2)1/2 ,
Fx3 = −
∂V
∂x3
= −3x3GM
∫ +∞
λ1
ds
(s2 − h2)1/2(s2 − k2)3/2 .
(A.1)
Les intégrales à résoudre s'expriment en fonction des intégrales elliptiques
de première et de deuxième espèces. On ne peut donc pas leur trouver une
solution analytique explicite. Nous les modions alors an de les calculer nu-
mériquement. Nous commençons par faire le changement de variables t = 1/s
(et donc dt = − 1s2 ds). Il s'agit d'un changement de variables eectué dans Gar-
mier et al. (2001) mais pour une autre intégrale. Le changement de variables
est toujours déni car s varie de λ1 à +∞, λ1 est toujours strictement positif
car c'est la plus grande coordonnée ellipsoïdale. Si λ1 = 0, cela signie que le
point est au centre de l'ellipsoïde, ce qui est impossible.
Les composantes de la force deviennent
Fx1 = −3x1GM
∫ 1/λ1
0
t2dt
(1− h2t2)1/2(1− k2t2)1/2 ,
Fx2 = −3x2GM
∫ 1/λ1
0
t2dt
(1− h2t2)3/2(1− k2t2)1/2 ,
Fx3 = −3x3GM
∫ 1/λ1
0
t2dt
(1− h2t2)1/2(1− k2t2)3/2 .
Les fonctions à intégrer sont toutes strictement croissantes. Nous pouvons
les approximer précisément grâce à la quadrature de Gauss-Legendre. An
d'utiliser cette quadrature, nous devons ramener les bornes de nos intégrales à
-1 et 1. Pour ce faire, nous utilisons le changement de variables x = 2λ1t − 1,
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ce qui donne :
Fx1 = −
3
2
x1GM
λ1
∫ 1
−1
(x + 1)2dx
(4λ21 − h2(x+ 1)2)1/2(4λ21 − k2(x+ 1)2)1/2
,
Fx2 = −6 x2GM λ1
∫ 1
−1
(x+ 1)2dx
(4λ21 − h2(x + 1)2)3/2(4λ21 − k2(x+ 1)2)1/2
,
Fx3 = −6 x3GM λ1
∫ 1
−1
(x+ 1)2dx
(4λ21 − h2(x + 1)2)1/2(4λ21 − k2(x+ 1)2)3/2
.
Nous pouvons, à présent, écrire la matrice jacobienne du potentiel intégral
(1.11) :
J =


Fx1
x1
+ f1(λ1, h, k, x1)
∂λ1
∂x1
f1(λ1, h, k, x1)
∂λ1
∂x2
f1(λ1, h, k, x1)
∂λ1
∂x3
f2(λ1, h, k, x2)
∂λ1
∂x1
Fx2
x2
+ f2(λ1, h, k, x2)
∂λ1
∂x2
f2(λ1, h, k, x2)
∂λ1
∂x3
f3(λ1, h, k, x3)
∂λ1
∂x1
f3(λ1, h, k, x3)
∂λ1
∂x2
Fx3
x3
+ f3(λ1, h, k, x3)
∂λ1
∂x3


avec
f1(λ1, h, k, x1) =
3x1µ
λ21(λ
2
1−h2)1/2(λ21−k2)1/2
f2(λ1, h, k, x2) =
3x2µ
(λ21−h2)3/2(λ21−k2)1/2
f3(λ1, h, k, x3) =
3x3µ
(λ21−h2)1/2(λ21−k2)3/2
.
Dans le cas général,
∂λ1
∂xi
(i = 1, 2, 3) est calculé par :
∂λ1
∂xi
=
1
A
(
cos
(θ
3
)
Bi + sin
(θ
3
) Ci
D
+ 3xi
)
,
où
A = 3
√
18
√
Q cos
(θ
3
)
− 3a1,
B1 =
1√
Q
x1(−h2 − k2 + 2x21 + 2x22 + 2x23),
B2 =
1√
Q
x2(2h
2 − k2 + 2x21 + 2x22 + 2x23),
B3 =
1√
Q
x3(−h2 + 2k2 + 2x21 + 2x22 + 2x23),
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C1 =
1
Q
(
−x1a2 + a1x1(h2 + k2) + 3x1h2k2 + 2
3
a21x1
)
+
R
Q2
(
2a1x1 + 3x1(h
2 + k2)
)
,
C2 =
1
Q
(
−x2a2 + a1x2k2 + 2
3
a21x2
)
+
R
Q2
(
2a1x2 + 3x2k
2
)
,
C3 =
1
Q
(
−x3a2 + a1x3h2 + 2
3
a21x3
)
+
R
Q2
(
2a1x3 + 3x3h
2
)
,
D =
√
1− R
2
Q3
, θ = arccos
(
R
Q3/2
)
,
R =
1
54
(9a1a2 − 27a3 − 2a31), Q =
1
9
(a21 − 3a2),
a1 = −x21 − x22 − x23 − h2 − k2, a2 = x21(h2 + k2) + x22k2 + x23h2 + h2k2,
a3 = −x21h2k2.
Dans le cas particulier où A = 0, ∂λ1∂xi = 0 (i = 1, 2, 3). Si Q = 0, alors
∂λ1
∂xi
= 23xi
(i = 1, 2, 3). Enn, si D = 0 et θ = 0,
∂λ1
∂xi
=
Bi + 3xi
3
√
(18
√
Q− 3a1)
et si D = 0 et θ = pi,
∂λ1
∂xi
=
Bi + 6xi
6
√
(9
√
Q − 3a1)
.
Annexe B
Tenseurs STF
B.1 Rotation des coecients Ml,m
An d'écrire les coecients des harmoniques sphériques dans le repère lié
au corps Rt, on utilise les résultats de Wigner (1959), déjà appliqués à ce genre
de problèmes par Borderies (1978). Avec α et β (respectivement α′ et β′),
les longitude et latitude relatives au repère inertiel (respectivement au repère
tournant), on a :
Plm(sinβ)eimα = 1
(l −m)!
l∑
k=−l
(l − k)!Ekl,m(ψ, θ, φ)Plk(sinβ′)eikα
′
, (B.1)
avec
Ekl,m(ψ, θ, φ) = (−1)l−mei(k−m)
pi
2 ei(mψ+kφ)Hkl,m(θ)
et
Hkl,m(θ) =
inf(l−m,l−k)∑
j=sup(0,−m−k)
(−1)j
(
l −m
j
)(
l +m
m+ k + j
)
×
×
(
cos
θ
2
)2j+m+k (
sin
θ
2
)2(l−j)−m−k
où la notation
(
n
k
)
est le coecient binomial Ckn =
n!
k! (n−k)! .
Dans le formalisme des tenseurs STF, les coecients des harmoniques se
retrouvent dans les Ml,m qui se dénissent dans le repère R par (voir (1.20)) :
MRl,m =
4pi
2l+ 1
∫
M
rlY ∗,Rl,m (α, β)dM,
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où Y ∗,Rl,m (α, β) est le complexe conjugué de Y
R
l,m(α, β) dont nous rappelons la
dénition (voir (1.24)) :
Y Rl,m(α, β) = Nl,mPlm(cos β)eimα. (B.2)
Nous considérons ici uniquement le cas m ≥ 0. En eet, pour le cas m < 0,
nous utiliserons (1.23). En utilisant (1.25), les MRl,m s'écrivent
MRl,m =
4pi
2l + 1
∫
M
rl(−1)mY Rl,−m(α, β)dM (B.3)
En appliquant (B.1) à (B.2), on a
Y Rl,m(α, β) =
1
(l −m)!Nl,m
l∑
k=−l
(l − k)!Ekl,m(ψ, θ, φ)
1
Nl,k Y
Rt
l,k (α
′, β′),
et donc,
Y Rl,−m(α, β) =
1
(l +m)!
Nl,−m
l∑
k=−l
(l−k)!Ekl,−m(ψ, θ, φ)
1
Nl,k Y
Rt
l,k (α
′, β′). (B.4)
On insère ensuite (B.4) dans (B.3) :
MRl,m =
4pi
2l+ 1
∫
M
rl(−1)m 1
(l +m)!
Nl,−m
l∑
k=−l
(l − k)! ×
× Ekl,−m(ψ, θ, φ)
1
Nl,k Y
Rt
l,k (α
′, β′) dM,
ce qui peut encore s'écrire (en changeant le signe de k) :
MRl,m =
(−1)m
(l +m)!
Nl,−m
l∑
k=−l
(l + k)!E−kl,−m(ψ, θ, φ)
(−1)k
Nl,−kM
Rt
l,k (B.5)
B.2 Dérivées partielles des angles d'Euler dans
le potentiel mutuel STF
Nous devons calculer les dérivées partielles du type
∂V
∂∗ :
∂V
∂∗ =
∂V
∂ψ
∂ψ
∂∗ +
∂V
∂θ
∂θ
∂∗ +
∂V
∂φ
∂φ
∂∗ avec ∗ ∈ {~α,
~β,~γ}. (B.6)
Les angles d'Euler ne sont présents (dans V ) que dans les termes MRl,m. Si
on analyse l'équation (1.29), ou de façon équivalente (B.5), nous devons dériver
E−kl,−m(ψ, θ, φ) = (−1)l+me−i(k−m)
pi
2 e−i(mψ+kφ)H−kl,−m(θ)
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par rapport à ψ, θ et φ, avec
H−kl,−m(θ) =
inf(l+m,l+k)∑
j=sup(0,m+k)
(−1)j
(
l +m
j
)(
l −m
−m− k + j
)
×
×
(
cos
θ
2
)2j−m−k (
sin
θ
2
)2(l−j)+m+k
Nous trouvons
∂E−kl,−m
∂ψ
=− imE−kl,−m (B.7)
∂E−kl,−m
∂φ
=− i k E−kl,−m (B.8)
∂E−kl,−m
∂θ
=(−1)l+me−i(k−m)pi2 e−i(mψ+kφ) ∂H
−k
l,−m(θ)
∂θ
(B.9)
avec
∂H−kl,−m(θ)
∂θ
=
inf(l+m,l+k)∑
j=sup(0,m+k)
(−1)j
(
l +m
j
)(
l −m
−m− k + j
)
×
×
(
cos
θ
2
)2j−m−k−1 (
sin
θ
2
)2(l−j)+m+k−1
×
×
(
l
(
cos
θ
2
)2
+
−2j +m+ k
2
)
Il reste à calculer les dérivées
∂ψ
∂∗ ,
∂θ
∂∗ et
∂φ
∂∗ avec ∗ ∈ {~α, ~β,~γ}. Le problème
qui se pose alors est que les 9 composantes de AT (les 3 × 3 composantes de
~α, ~β et ~γ) dépendent des trois angles ψ, θ et φ et sont donc liées entre elles.
Cela signie que les angles ψ, θ et φ ne sont pas déterminés de façon unique
en fonction des composantes de AT . Pour contourner ce problème, nous allons
choisir 3 éléments de la matrice AT indépendants et nous allons écrire les angles
d'Euler et les autres composantes de la matrice en fonction de ceux-ci. Nous
avons ici choisi α3, β3 et γ1. Les angles d'Euler s'écrivent en fonction de ces
composantes :
ψ =atan2(α3,−β3) (B.10)
θ =arcos
(
sign(γ3)
√
1− α23 − β23
)
(B.11)
φ =atan2
(
γ1, sign(γ2)
√
α23 + β
2
3 − γ21
)
(B.12)
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Les dérivées de ces angles par rapport aux composantes de base sont donc :
∂ψ
∂α3
=
−β3
α23 + β
2
3
∂ψ
∂β3
=
α3
α23 + β
2
3
∂ψ
∂γ3
=0 (B.13)
∂θ
∂α3
=
α3
γ3
√
α23 + β
2
3
∂θ
∂β3
=
β3
γ3
√
α23 + β
2
3
∂θ
∂γ3
=0 (B.14)
∂φ
∂α3
=
−α3γ1
γ2(α23 + β
2
3)
∂φ
∂β3
=
−β3γ1
γ2(α23 + β
2
3)
∂φ
∂γ3
=
1
γ2
(B.15)
Les autres composantes s'expriment en fonction de α3, β3 et γ1 :
γ2 =sign(γ2)
√
α23 + β
2
3 − γ21
γ3 =sign(γ3)
√
1− α32 − β32
α1 =
−β3
(
α23 + β
2
3 − γ21
)− sign(γ2γ3)√1− α23 − β23√α23 + β23 − γ21α3 γ1
sign(γ2)
√
α23 + β
2
3 − γ21 (α23 + β23)
α2 =
γ1 β3 − sign(γ2γ3)
√
1− α23 − β23
√
α23 + β
2
3 − γ21α3
α32 + β23
β1 =
α3
sign(γ2)
√
α23 + β
2
3 − γ21
− sign(γ2γ3)
√
1− α23 − β23
√
α23 + β
2
3 − γ21β3 γ1 + α3 γ12
sign(γ2)
√
α23 + β
2
3 − γ21 (α32 + β23)
β2 =− sign(γ2γ3)
√
1− α23 − β23
√
α23 + β
2
3 − γ21β3 + α3 γ1
α23 + β
2
3
On peut alors calculer les dérivées des angles d'Euler par rapport aux coe-
cients αi, βi et γi (i = 1, 2, 3) de la façon suivante :
∂ψ
∂α1
=
∂ψ
∂α3
∂α3
∂α1
+
∂ψ
∂β3
∂β3
∂α1
+
∂ψ
∂γ1
∂γ1
∂α1
avec
∂α3
∂α1
=
(
∂α1
∂α3
)−1
(et de même pour β3 et γ1).
Cas particuliers
Si θ = 0 ou pi, nous avons vu que (voir éq. (1.30)) :
MRl,m = e
−im(ψ+φ)MRtl,k .
Alors, les dérivées partielles sont
∂MRl,m
∂α1
=
ime−imλ
|β1| M
Rt
l,k ,
∂MRl,m
∂α2
=
imδe−imλ
|α1| M
Rt
l,k ,
∂MRl,m
∂β1
=
−ime−imλ
|α1| M
Rt
l,k ,
∂MRl,m
∂β2
=
imδe−imλ
|β1| M
Rt
l,k .
où λ = ψ + φ et δ = 1 lorsque θ = 0 et λ = ψ − φ et δ = −1 lorsque θ = pi.
Annexe C
Fonctions perturbatrices
moyennisées
Nous détaillons ici les fonctions perturbatrices moyennisées utilisées pour
l'intégration numérique des longues périodes dans l'étude du système (87) Syl-
via.
La perturbation mutuelle entre les satellites 〈Rmut〉 est approximée par un
développement de leurs fonctions perturbatrices à l'ordre 2 en excentricité et
en inclinaison donné par exemple par Murray et Dermott 2000 :
〈Rmut〉 =1
8
(2α12D + α
2
12D
2)b
(0)
1/2(e
2
1 + e
2
2)−
1
2
α12b
(1)
3/2(s
2
1 + s
2
2)
+
1
4
(2− 2α12D − α212D2)b(1)1/2e1e2 cos ($1 −$2)
+ α12b
(1)
3/2s1s2 cos (Ω1 − Ω2),
où les indices 1 et 2 se réfèrent respectivement au satellite interne et externe,
α12 = a1/a2 (avec a1 < a2), D = d/dα est un opérateur diérentiel, les b
(j)
s (α)
sont les coecients de Laplace et sj = sin (ij/2) (j = 1, 2).
La perturbation due à l'aplatissement de Sylvia 〈Robl〉 est représentée par
un développement d'ordre 4 en excentricité et inclinaison de la fonction pertur-
batrice de l'aplatissement, contenant les termes en J2, J
2
2 et J4 (Veras 2007) :
〈Robl〉 =µ
2∑
i=1
[
a−2i−1(γ(0)i + γ
(1)
i e
2 + γ
(2)
i e
4 + γ
(3)
i sin
2 i+ γ
(4)
i sin
4 i
+γ
(5)
i e
2 sin2 i+ γ
(6)
i e
2 sin2 i cos (2$ − 2Ω))
]
,
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où µ = G(Mc +M), Mc et M sont respectivement la masse du corps central
et du satellite, Rc est le rayon équatorial du corps central et
γ
(0)
1 =
1
2
J2R
2
c , γ
(0)
2 = −
33
56
J4R
4
c −
9
8
J22R
4
c , γ
(1)
1 =
3
4
J2R
2
c ,
γ
(1)
2 = −
165
56
J4R
4
c , γ
(2)
1 = 0, γ
(2)
2 = −
99
32
J4R
4
c ,
γ
(3)
1 = −
3
4
J2R
2
c , γ
(3)
2 =
165
56
J4R
4
c +
45
16
J22R
4
c , γ
(4)
1 = 0,
γ
(4)
2 = −
165
64
J4R
4
c −
57
32
J22R
4
c , γ
(5)
1 = −
9
8
J2R
2
c ,
γ
(5)
2 =
825
56
J4R
4
c −
3
8
J22R
4
c , γ
(6)
1 = 0 et γ
(6)
2 = −
495
224
J4R
4
c .
L'expression additionnelle séculaire provenant du C22,2 est décrite par De
Saedeleer et Henrard (2006) :
〈RC22〉 =
3n2C22,2R
4
c
64a2(1 − e2)7/2
[
8(−22 + 48c2 − 10c4) + 2e2(−27 + 78c2 + 5c4)
− 72
√
1− e2s4(cos (4h) + 1) + 10(e2 − 8)s4 cos (4h)
− 12e2s2(3− 5c2) cos (2g) + 30e2s2(1 + c)2 cos (2g + 4h)
+30e2s2(1− c)2 cos (2g − 4h)] ,
où l, g, h, L,G et H sont les éléments canoniques classiques de Delaunay, n =
µ2/L3, s = sin i et c = cos i.
Finalement, la perturbation du Soleil est basée sur le développement ana-
lytique de Brumberg et al. (1971) :
R =GM
∞∑
k=2
k∑
j=0
k∑
l=0
∞∑
q=−∞
(2− δj,0) (1)k−j
(1)k+j
ak
Rk+1
Pkj(sinβ)Fkjl(i)
×Xk,k−2lk−2l+q(e) cos
[
(k − 2l+ q)M + (k − 2l)ω + j(Ω− λ)−∇kj pi
2
]
,
oùM, R, β et λ sont respectivement la masse, le rayon équatorial moyen,
la latitude et la longitude du Soleil, les Xn,mk (e) sont les coecients de Hansen,
(α)0 = 1, (α)k = α(α+ 1)...(α+ k − 1), ∇kj =
{
0 si k − j est pair
1 si k − j est impair
et
Fkjl(i) =λkjl
(
sin
i
2
)|k−j−2l| (
cos
i
2
)|k+j−2l|
F
(
1
2
|k − j − 2l|+ 1
2
|k + j − 2l| − k,
1 + k +
1
2
|k − j − 2l|+ 1
2
|k + j − 2l|, 1 + |k − j − 2l|; sin2
(
i
2
))
.
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où F est la fonction hypergéométrique et :
λkjl =(−1)((k−j)/2)+max{0,−k+j+2l} (1)k+j
2k(1)l(1)k−l
× (1 + k + j)max{0,k−j−2l}(1 + k − j)max{0,−k+j+2l}
(1)|k−j−2l|
.
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